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5) Admita que X tem distribui¢do arco-seno com parametros € R e 0 € R4 e densidade:

1
p(z;p,0) = ,
/(@ —p) (u+o — )
Mostre que a classe de possiveis distribui¢coes de X é uma famfilia de localizacao-escala.
Resolugao:

Uma classe de possiveis distribui¢oes da variavel aleatéria (v.a.) X pertencera a familia de
localizagao-escala se puder ser escrita na forma X = p+ oU, ou seja,

P(ng):F<x;M) oqu@):%-fU (x_'u),onde, fX(x):aF<x_M),

o ox o

x € ([, p+0). (1)

U é uma v.a. com fungao densidade (massa) de probabilidade fi7(-) conhecida (fixa), u € R é o
parametro de localizagdo, e 0 € R4 é o pardmetro de escala.

Assim, tomando 4 = 0 e 0 = 1, e substituindo na distribuigao arco-seno (1), obtém-se a
distribuicao arco-seno padrao, dada por:

1

P(%MZO;U:1):fU($7M:070:1): ’ $€(0,0+1)
m/(z—0)(0+1—2x)
1 @)
=——— z€(0,1).
Tz (1 —x)
Considerando a expressio fx(z) = % - fu (551), tem-se:
1 1 o T—
fx(z) = . — — substituindo = por na eq. (2)
”\/(T) (1-(54)
1 1 —
=—- , igualando denominadores de 1 — i
7 ) () 7
1
o (ﬂf—u)({;—ﬁr#)
1
Y AN )
A
1

BRI

= p(x; u, o), apresentada na equagao 1.

Logo, conclui-se que p(z; u, o) é da familia de localizagao-escala.



9) A partir de propriedades da familia exponencial (eq: 3) encontre as fungdes geradoras de
momentos e de cumulantes, a média e o segundo, o terceiro e o quarto momento central da
distribuicdo Gama(a, b).

po(z) = exp [Z ni(0)Ti(x) — B(0) | - h(x) 3)
i=1

Resolucao
A funcéo distribuicdo gama pode ser expressa por:
1 1

a— T
f(m,a,b)—r(a)baa: exp[ b},a>0,b>0

1 1 a1 x 1 .
= ) exp [log <ba>} " exp [ b] ' > 0, e a conhecido (fixo)

1 —a a—1 x
= a) exp [log (b )] x4t exp {—g]
1
= ) exp [~alog (b)] 2% ' exp [—%} , b>0
1 . T
= mx exp [—alog (b) — 5}
1
= mxa_l exp [b:n —alog (b)] ,  que corresponde a familia exponencial, com
a

h(z) = ﬁx“il, T(z) ==z, n;(0) = —%, B(#) = alog (b)
A fungéo exponencial da eq. (3), quando escrita na forma canonica 7;(6) = n e B(0) = A(n).

Assim, sob esta notagio, n = —3 < b= —% e A(n) = alog (b) = alog (—%) = —alog (—n).

Fungao geradora dos momentos

My () = ZPA@+ W] exp[alog (=(n+w)] _ expllog(zn—w)"*)] _ (=n—w)™
exp [A (n)] exp [~alog (—n)] exp [log (—77)7“} (=)~

1 —a

_ <‘77_;“) _ ;—%Q (_177> (cu) | = (b)) = (1 —bu) = (1 _1bu> bu £ 1

Funcgao geradora de comulantes
Kx(u) =log(Mx(u)) =log (1 —bu)"* = —alog(1 —bu), bu>1

Média
p=B(X) = = Kx(u)




Segundo momento centrado

A CAED)

=ab®(1—bu)”

u=0

= ab— 1—bu)™t

u=0 (1 —bu

= ab2W

=

Terceiro momento centrado

_ Pk w| =2 P (1) - [ab2 (1 — bu) ] = —2ab? (1 —bu) ® (=b)| =

Hs = G X weo  Ou \ Ou? X u—o u—o u=0
1
= 2ab® (1 —bu) ®| = 2abP(1—b=0]
u=0
= 2ab®
Quarto momento centrado
ot o (0 0 : _3
pia = Ka + 3u3 = wKX(U) - +3u5 = 9 (WKX(U)> L + 35 = 9 [2@1)3 (1—bu) } - +3u5 =
1

= 2ab*(—3) (1 — bu) ™ (fb)’ IR E 2ab? (3b)(1L—b0T " + 32 = 6ab® + 3 [ab?]” =

= 6ab* + 3a%b*

= (6a+3a?) b*
11) Considere a distribuigao de série de poténcias com fun¢ao de probabilidade

H.T
folw) = po(x =) = I 0012, sale) > 0:6> 0 (@)
c(0)

a) Mostre que a distribuicao (a faz parte da famiiia exponencial (eq: 3) unidimensional.

Resolucgao

0([)
folz) = “g”()) 2 =0,1,2,...:a(z) > 0,0 > 0

= a(x) exp [log <09(”;)>] , 00(5;) >0,C(0)#0
= a(z)exp [log (%) — log (C(0)], 6* >0, C(0) >0
= a(z)exp [zlog (0) — log (C(A)], 6 >0,C(0) >0

Logo, fo(z) pertence a familia exponencial (eq:3) unidimensional (s=1), onde, T'(x) = =,
h(z) = a(x), n =log(0), e, A(n) = log(C(0))
b) Mostre que sua fungao geradora de momentos é Mx (u) = 0(622))
Resolucgao
n=1log(f) =e"=6, 6>0
A(n) = log(C(0)) < Aln) =log(C(e")), C(e") >0, C(#) >0
eA(77+u)
T Al
elog[C(e"’Jr“)]
= TeloglClen]
C(e"+“)
Cem)
C(e-e*)
C(en)
_ C(het)
el

Mx (u) =




¢) Mostre que as distribuigoes binomial, binomial negativa e Poisson sdo casos especiais da
distribuicao de série de poténcias e determine a(z) e C(0).

Resolucao

c.1) Distribuigdo binomial
Se X ~ Bin(p,n), x=0,1,2,...,n

fx(e) = <”)p$<1 )t 0<p<lneN

= <Z> exp{log [p"(1 —p)"~*]}, p*(1—p)" " >0

= (1) explion %)+ log [(1 = 9]}, 7 >0, (1= >0

- <Z> exp{zlog (p) + (n—z)log(1—p)}, p>0,1—p>0

— <Z> exp{zlog (p) + nlog (1 —p) —zlog(1—p)}, p>0,1—p>0
— <Z> exp{z [log (p) — log (1 — p)] + nlog (1 —p)}

- <Z> exp{x log (ﬁp) +nlog (1—p)}, 1’%}) >0, 1—p#0

T(x) =z, h(z) =a(z) = (Z), n = log(0) = log <%) , e,
A(n) = log [C(6)] = —nlog (1 —p) =log [1=p)"], (1=p)" >0
CO)=1-p"= (1) 1-p#0

c.2) Distribuigao binomal negativa

Se X ~BN(p,m), x=0,1,2,... 0<p<l1,
1
fX(x)—<m+x >pm(1—p)x, m>1,0<p<1
m—1
m+x—1

m—+x —

- <m?;: i) > exp{log (p™) +log[(1 —p)*]}, p™ >0, (1-p)* >0
( > exp{xlog(l —p) +log (p™)}, p™>0,(1—p)>0

T(x) =z, h(z) = a(z) = ("7 *71), n = log(0) = log (1 - p), e,
Aln) = [ ()] = —log (p™) = log (p™™) ,
C(6) =p—m = ()", »ro
c.3) Distribuigao Poisson
Se X ~ Poisson(A), x=0,1,2,... A>0,

fx(z) = %)\xexp{—)\}
= %exp{log (A)Yexp{—A}, AX*>0
= L expflog (\%) — )

= L exp{rlog (\) ~ log (eap(A)}. A >0, explA} >0



T(x) ==, h(z) = a(z) = 4, n=1log(8) =log(\), e,
A(n) = log [C(0)] = log (exp{A})
C(0) = exp{\}

13) Seja T(X) = (T1(X),...,Ts(X)) e considere a densidade (3)

13.1) Mostre para s = 1 que Fy[T(X)] = % e Varg[T'(X)] = [fl(/e(?]é — ’7"[7(7?25%9).

Resolugéio
= [T T (x) exp [n(0) T (z) — B(9)] h(z)dx

A densidade (3), é de dimensao s, se s = 1, esta, pode ser rescrita do seguinte modo:

]
=exp[nT(z) — A(n)] - h(x), para,n(d) =ne B(0)=A(n) =A(n9))

(2) (z)
po(z) = exp [n(0)T ()] -
po(x) = exp [n(0)T (z) — A(n(9))] - h(x)
exp [A(1(0))] - po(z) = exp [n(0)T'(z)] - exp [~ A(1(0))] - h(z) - exp [A(n(9))]
exp [A(1(6))] - pe(x) = exp [n(0)T(z)] - exp [=Abnt]) + Alt67)] - h(x)
exp [A(1(0))] - po(x) = exp [n(0)T(x)] - h(z), exp[0] =1
+o0

exp [A(n(0))] /:roo po(z)dx = / exp [7(0)T(z)] h(x)dz, integrando em x exp [A(n(0))] é constante
+oo

“+oo
exp [A(n(0))] = /_ exp [(0)T ()] h(z)da, po & fdp', logo,/ po(x)dr =1, (%)

— 00

+oo
A(n(0)) = log [ [ el h(x)dx}
PAMO) _ 0, T -
SR stos | [ ep o)1) ha)as]
DAMO)) 90wy J e exp N(O)T (2)] h(z)dw
Th(z)d
1

, deriv. em n(6), o que ndo é 7n(.), é constante

90 on(0) [T exp[n(e)T(x)]h

(
BAWOD [+ T(x) exp [1(6)T (2)] h(z)da
]

2y0) exp [A(n(0)
T(x) exp [n(6)T (x)] h(x)dz, A@m(9)) = B(6), (A7)

)

, expressao (xx)

400 _
L S AmO))

% = exp [—«4(77(0))]/

—o0

—+oo
B,79) = /7 T(z) exp [—A(n(0))] exp [n(0)T (x)] h(z)dx, integ.em z, exp [—.A(n(#))] é constante

' () o~

f}(ﬁf N /:O T(w) exp [n(6)T (x) = An(©))] hiw)de

]2’5533 B /f T(w) exp [1(0)T () — BO)] h(w)dw, pois, A((6)) = B(6)
fjf(;’; = By [T()



13.2) Varg[T(X)] = 2 — 1020,

+oo
Varg [T(2)] = Eq [T'(x)]* — 3 [T(2)] e Eo [T(2)] =~ = [ T(z)exp [n(0)T(z) — B(O)] h(x)dz, (p.1)

' 0 Lﬁ(e)) ! 2] +oo
n’((e)) B agfm - A;Zé))) = /_ _ T@epmO)T () - An@)] hz)ds
0
’ +o0
A0 — [ @ e o) Tw] exp - AO)] o)
A'(n(0))

n'(0) oo
Aoy [
exp (AN S = [ T@ e mOT @bz, ()
Amo)| _ e
log lexpwme))] S| =1 [ @ e hOr@)] e
‘(o)) | Foe
g e AN +tog | S0 | =g |~ 7)o oy o
9 Amon|] _ o, [
a0 lA(n(Q))'H 70 1 = an(g)log UOO T'(x) exp [n(0)T ()] h(w)dw]
0 st [ A ) gy I T(@) exp [n(O)T ()] )]
on(0) ! () n'(6) | jO?T(m)exp[n(G)T(x)]h(x)dw
A (o)) |
A (n(0)) . an?e)/[ n'(6) 1 _ _JF;OT(:E)T(x)exp [n(@/)T(x)] h(z)dz ver 13.1) e (x % %)
m'(0) 4 exp [A(n(6))] 2150
Ao | Ao 0 | =
F |y | kAo | @ e ho)r@) b
A | Ly | 70 | ro
S |5 g | =P | @ e nOT@] s
Aao)]’ | Aoy | PO {Am))} o
[ | et Aoy |- | @ e =A@ esp )T @) ha)da
o [Awen] e o e [Awen]
8,](9)[ |- | @ e o)) - An@) hwd [ S ]
5y [ A O] -1 0) = 5% [ ©)] - A (n(6)




Continuagao do exercicio 13.2)

s [A O] -0 0) = 52 [ ©)] - A (a(6)

(' (0

{BAI(((;;(O)) 33(09)} ,n’(g) _ [677{;(59) 8%)] .A’(,,(g))

Py~ = B3 [T(z)] — [Eo [T(2)]]?
[n'(0)] _
[338’9(9) a?;?e)} '77/(9) - [8%,9(0) 87?(69) 'Bl(e)
3 - =E} [T(x)] — [Eo [T(2)]]*, A (n(0)) = B'(0)
[n'(0)]
o5’ (0) , o0’ (6)

[ 5n(8) ] n (0) — l af@f(}) B (0)
=RE2[T(2)] — [Eq [T(2)]]?
i O 5 [T(x)] — [Eg [T(2)]]

B _(0) ,W_ n () B'(6)
LM] , b@ = B3 [T(x)] - [Eo [T()))”

[n'(0)]

B (0) "?gﬁ_wmm—mwwm

'@ o)
B'0) 7'(0)-B® 1 oY R
7 O PG RITNE =E; [T(x)] — [Eg [T'(2)]]

B (9) _n”(O) B (6) =Varg |T(z 1
mWOF WO o[l )

15) Seja T uma variavel aleatéria com momentos centrais (finitos) p; = u;(T) = E[(T—E(T))’],
Jj=2,3,..., e cumulantes k; = k;(T), j = 1,2, 3, ... e seja a uma constante nao nula. Mostre

que
i) Se T ~ N(p,0?%), k1(T) = p, k2(T) = 02, k;(T) = 0, para j = 3,4,..., skew(T) =0 e
kurt(T) = 3.

J

Sabemos que Mr(u) = 3772 ajj—q,ﬂ e Kr(u) =372, HJ;,J = logMrp(u). Fazendo kg = 0, temos
que k1 = E(T), ke = puz = Var(T), k3 = pu3 e k4 = pt4 — 3u3. Desse modo,

ps(T)  k3(T)
pa(T)32 k(T3

skew(T) =

pa(T) — wa(T) +3u2(T)*  ka(T)
paA(T)? (T2 w(T)? T ka(T)?
Assim, se T ~ N(p,0?), entdo k1(T) = E[T] = p e ka(T) = pu2(T) = Var(T) = % Assim,

k3(T)  k3(T)

kurt(T) =

skew(T') = 0232 = o3 =0, pararn3(T)=0
) (1) (1)
K4 K4
kurt(T) = (022 +3= e 3, parary(T)=0



24 Enuncie e prove resultados semelhantes aos do exercicio 23 da lista 1 ano 2024 para famiilias
de localizagao e de escala.

Resolucgao

24.1 Familia localizacao

Suponha que Xi,..., X, sejam uma amostras aleatoria de uma familia de localizacao com
funcao distribuicdo F(z — a),a € R. Se Y; = ¢;(X), para j = 1,2,3,...n, sdo fungbes do vetor
aleatorio X = Xq,..., X, invariantes por localizacao, isto é,

di(x1, ..., xn) = Ojl(x1 — @), (x2 — @), (23 — a),...,(zn, —a)], a€TR,
o vetor Y = (Y1,...,Y,) é uma estatistica ancilar.
Prova
Se X = X4,...,X, pertence a famfilia de localizagao, entao existe uma variavel aleatoria U

que nao depende de nenhum parametro e, com funcao distribuicao conhecida, tal que:
X=a4+UsX-a=U, aceR
P(X<z)=Pla+U<z)=P{U<z—a)=F(zx—a)
ComoY; = ¢;(X) e ¢j(x1,...,20) = ¢j[(x1—0), (22—0), (z3—0a),...,(zn—0a)], 1 =1,2,3,...n,

tem-se que:
Y1 = ¢1[(x1 - 04), (x2 - a)? (x3 - a)7 SRR (xn - OJ)]

Y2 = ¢o[(71 — @), (22 — ), (¥3 — a), ..., (x5 — )]
Y, = én[(z1 — @), (x2 — @), (23 — @), ..., (x, — a)]
Uma estatistica Y = {Y7,Ya, ..., Y, } qualquer, é ancilar se sua distribui¢ao conjunta nao depende

de parametro, ou seja, P(Y <y) = F(y) nao depende de parametro.

PY <y)=PM1,....Y, <y)

PY<y)=PV1 <wy,...,Y, <y)

P(Y <) = P(61[(w1 = )y, (00— @) € 4., bl — ), ., (w0 — a)] < 1)

PY <y) =P(¢1l(ur +o—a), ..., (un +a—e)] <y,... . ¢nl(ur +a—a),... (un +—a)] <),
ri=a+4u,a€R,i=1,...,n, por definicdo da familia de localizagao

PY <y)=P(or[(ur),...,(un)] <yy..oynl(ur)y .., (un)] <y)yusj=2;,—a,i=1,...,na € R
PY <y)=P(»1(U)<y,....,ouU) <y), U={(u1),...,(un)}

(1) ¢i(U) € funcao de U e, U é um vetor de variaveis aleatoria que seguem uma distribuigao
de probabilidade (conhecida) que nao depende de parametro. (2) Como a distribuigao de U nao
depende de nenhum parametro, ¢; também nao dependerd de pardmetro. Como consequéncia
de (1) e (2), P(Y <y) = P(p1(U) < y,...,0,(U) < y) também nao depende de parametro.
Logo, o vetor Y = (Y1,Ys,...,Y,) é uma estatistica ancilar.



24.2 Famdilia escala

Suponha que Xi,...,X, sejam uma amostras aleatéria de uma familia de escala com funcao
distribuicao F'(3),b > 0. Se Y; = ¢;(X), para j = 1,2,3,...n, sao fungdes do vetor aleatorio
X = Xi,..., X, invariantes por escala, isto é, ¢;(z1, .. ) o[, (), (52), ..., (F)],
b> 0, ovetor Y = (Y7,...,Y,) é uma estatistica ancilar

Prova

Se X = Xi,...,X, pertence a familia de escala, entdo existe uma variavel aleatoria U que

nao depende de nenhum pardmetro e, com funcao distribuicao conhecida, tal que:

oo (). (20,2 2]

Uma estatistica Y = {Y1,Ya, ..., Y, } qualquer, é ancilar se sua distribui¢ao conjunta nao depende
de parametro, ou seja, P(Y < y) = F(y) nao depende de parametro.

PY <y)=PM,....Y, <y)
PY <y)=PYV1<y,....,Y, <y)
Ty

=2 (o [(2) s ()] <o [(3) ()] <0)
P(ng)=P<¢1[ ";‘)(”})}gy¢ ("; ("Kﬂg ) bus = i = 1, m,b> 0

y,...7¢n[(u1)7...,(un)]Sy),ui:f,izl ,n,b>0

P(ng):P(qbl(U)Syw”aqbn(U)Sy), U:{(u1)7"'7(un)}7 U; = i=1,...,n,b>0

(1) ¢4(U) & fungao de U e, U é um vetor de variaveis aleatéria que seguem uma distribuic¢ao
de probabilidade (conhecida) que nao depende de parametro. (2) Como a distribuigao de U nao
depende de nenhum parametro, ¢; também nao dependerd de pardmetro. Como consequéncia
de (1) e (2), P(Y <y) = P(¢1(U) < y,...,06,(U) < y) também nao depende de parametro.
Logo, o vetor Y = (Y1, Ys,...,Y,) é uma estatistica ancilar.

26) Seja f : (—o00,00) — (0,00) uma fungdo integrével. Seja c(§) = 1/ [*_ f(x)dz. Sejam
X1,...,X, uma amostra aleatoria da densidade pg(x) = ¢(0) f(x), para = > 0, e py(z) = 0,

caso contréario. Mostre que X(1) = min(X1,..., X,) ¢ uma estatistica suficiente minimal.

Sejam X7y, ..., X, i.i.d. de densidade



Pelo teorema da fatoragao temos que T'(z) = X(1) € estatistica suficiente para 6.
Temos que mostrar que T'(z) é estatistica suficiente minimal.
Sejam z,y € X , T'(z) =T (y) < y € D(x) onde,

D()={y=M1,....Y,) € X:y; >0,Vi=1,...,n
e Py(y) = Py(x) - h(z,y),¥0 > 0 e h(z,y) > 0} (Teorema - Schervish).

= po(y) = C(Q)HI{Y(I)EG} H flys) = C(a)nI{X(l)ze} H f(zi)h(z,y)
i=1 i=1

= po(y) = po(z)h(z,y),0 > 0,h(z,y) =1
=y € D(x)

e (<)
y € D(z) = po(y) = po(x).1V0 > 0
= c(0)" Iy, >0} H fyi) = c(0)"I1x >0y H flzs) (%)
A tnica forma deZ:/i:-riﬁcar a igualdade (*) ;;sle os termos semelhantes forem iguais.

Assim, ¢(0)" = ¢(0)", Hf(yi) = Hf(%) eIty >0r = Iix >0}
i=1

=1

= I{Y(1)Z9} = I{X(I)ZG}W n i

= Ity >0y = Iix g >0)

T(z) =T(y)
Logo, T(X) = X(1) = min(X1, ..., Xp) é uma estatistica suficiente minimal.
27) Sejam (X1,Y1),...,(X,,Y,) varidveis aleatorias bidimensionais i.i.d. com densidade fy(z,y) =

2/0% parax >0,y >0,2+y <80, e fo(z,y) =0, caso contrario.

a) Encontre uma estatistica suficiente minimal para 6.

10



Temos a densidade para fy(z,y):

2
Jo (l’ y) 92 I{w>0,y>0 x+y<0}
fo(z,y) = 921(0 00) () 10,00) (W) L (0,0) (T + )

Sejam (x1,Yy1),- .-, (Tn,yn) variaveis aleatorias i.i.d. entdo a densidade conjunta é

=1
o2
= H ﬁl((),oo)( i)I(O 00) (551)1(0 0) (xi + i)
=1
2\" 14
=5 11 Z0.6) (i + ) T0,00) () T(0,00) (1)
=1
2\" n
- (02> 1(079) (max(X; +Y1,..., X, +Y,)) H [(0700) (xi)I(O,oo) (vi)
i=1
2\" n
- <92> Lo.0) (X + V) [T L0.00) (20 T10.00) (9)
i=1
on n n
= szl (X +Y]w) [T Toeo) (@) [ [ 10,00 (40)
=1 i=1
96(T'(z,y)) )

=90 ([X +Y]w) - Nlz,y)
e ~——
funcao de 6 funcado de z e y

Pelo teorema da fatoragao, temos que T'(z,y) = [X + Y],y = max(X; + Y7,..., Xp +Y;,) &
uma estatistica suficiente para 6.

Temos que mostrar que T'(z,y) é estatistica suficiente minimal.
Sejam (z,y), (z',y') € X, T(2',y') = T(x,y) < («',¢) € D(z,y) onde

D(x¢y) :{(l',l?yi% AR (l‘;’wy;z)} eX: pH(x,ay/) = pg(l‘,y) “h ((xay)v ($I>y,)) ’ Vo > O}
eh ((:U,y), (a:',y’)) >0, (Teorema - Schervish)

* (=)

T(',y)=T(x,y) = (X' +Y ) = (X +Y)(,)V0 >0

2,” n n
= po(z',y') = gon L0.0) (X" + Y ) T Zeo.00) @) [ [ Zc0.00) ()
=1 =1
271 n n
02”—’(09 X+Y n) HI(O o) xz HI(O,oo)(yz)h ((:c,y)7(x’7y’))
i=1 i=1

:>p9(x',y’) Zpa(x,y) (( ) ( /))’ Vo > O,h((x,y),(m/,y’)) =1
= (x',y') € D(z,y)
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e (<)
(x",y") € D(z,y) = po(2',y') = pa(z,y) - h ((z,y), («',y')) V0 >0

(
2/’)/ n n
= izéf(o,e) (X" +Y") ) [T Zi0.00) (1) H T0,00) (Y1)

i=1

EQ%I(O o) (X +Y)m)) Hf(o o) (T Hf(o o) (i)

i=1

To,0) (X" +Y7) Hfm o) (@ Hfm o) (47) = L(0,0) (X +Y) () Hf(o o0) (@ HI<0 o0) (i)

=1 =1 =1

TTi=1 Te0,00) (#5) TTiq Z(0,00) (¥5) = TTizq L0,00) () TTiq L(0,00) (¥3)
Loy (X" +Y")ny) = L0,0) (X +Y)))

T(x'y') =T(z,y)

,  por semelhanca .

Assim T'(z,y) = [X + Y](,) ¢ uma estatistica suficiente minimal.
b) Encontre a distribui¢do da estatistica suficiente minimal obtida em (a).

Temos que T'(x,y) = max (X3 + Y1,..., X, +Y,),onde (X1,Y7), ..., (X, Y,) sdo variaveis aleatorias
iid com densidade

HZ,rx>0y>0z+y<6
,C- ¢

f9 (SC, y) = {
A funcao de distribui¢do acumulada é

Fr(t) =P(T <t)
Fr(t)y="P (max(xl F YLy T+ Yn) < t)
Frit)=P(z14+y1 <t,....,0n+yn <t)

n

Pr(t) =[P +y <t
=1

Om

Agora a P(z; +y; <t)= [ [ 922 dydz. Entao a integral avalia a area da regiao definida para z e y
como segue. T+ Yy < t:>y—t—:rx>0y>0 Entao 0 <z <t,0<y<t—zexz+y <t no
intervalo ¢ < 6.

2 t t—x ) t 9 t
P(xi“‘yiﬁt):ﬁ/o/o dydx:QZ/OyO dm:ﬁ/o(t—x)dx

2 a2 B\ _ () oy

=@ T 5 0—92 5 )=z =\3 , parat < 4.

Entao a fungao acumulada é

o= [~ ()] ~(0)" s

i—1

t—x

E a funcao de densidade serao

dFr(t) _ d <t>2n _ 20 e

fr(t) =

pramilrll & pon , para 0 <t < 4.

32 Estatistica suficiente completa se o espago paramétrico é €2, mas apenas suficiente (e ndo completa) se
o0 espago paramétrico é Qy C Q. Sejam X1, Xo, ..., X, (com n > 2) variaveis aleatorias independentes
com distribui¢ao U(0,6), onde 6 € Q = (0,+00). Sabemos que X(,) = max(Xy, X»,...,X,) ¢ uma
estatistica suficiente completa para 6 quando o espago paramétrico é 2. Considere agora que o espago
paramétrico é Qg = [1,4+00). Mostre que X, ¢ suficiente, mas nao é completa para 6 em .
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Resolugao
Suficiéncia
Uma estatistica T'(x) é suficiente para um 6, se contém toda informagéo do parametro e a distribuigao
de X dado T'(x) ndo depende do parametro 6.
Critério de Fatoragao (C.F): A condigao necessaria e suficiente para T'(z) ser suficiente para o
pardmetro 0 é que existam funcoes go[T'(z)] > 0 e h(z) > 0, tal que: pg(x) = go[T(x)]h(x).
1

Por defini¢ao, se X ~ Ul(a,b), tem-se: f(x) = { par a<@<b

.Como, a =0 e b =10, tem-se:
0, c.c

1

(X =m;0) = { g’ £c< v < 0,0 €l,+00) . Seja, X = Xq,...,X,, tomando a parte nao nula,

f(Xq, .., X0;0) = f(X150) ... f( X, 0) = Hf(X;H), porque X sao iid.
i=1

n
1 1 .
f(X;0) = H glio<a<oy = grlixay >0 lixy <oy Xy = min(Xy, ..., X, ), Xn) = max(Xy,..., X,)
=1

"1 1 .
f(X;0) = H EH{O<m<6} = 97]1{)((1)>0}]1{X(m<9}7 Xy =min(Xy, ..., Xy), X(ny = max(Xy,..., Xy)
=1

1
f(X7 9) = %H{X(n)<9} H{X(1)>0}7 9 € [17 +OO]
—_—

90[T()] h(@)
Como gy[T'(z)] = H%H{de} >0e h(z) =Iix, >0y >0, pelo C.F, T(z) = X(y,), para
X(ny = max(Xi,...,X,), ¢ uma estatistica suficiente.

Completividade

Seja T'(x) uma estatistica suficiente para um parametro 6. T(x) é completa para 6 se:
a) Eg [g(T(x))] = 0,V0 € Qo = g [T(x)] =0
b) P ([g(T(x))] = 0] =1

Ep[9(T(x))] = /s( )g [T'(x)] fr(z)(x) =0, S(x) ésuporte de x

Jr@) () aFTC;;) (x)’ por definicdo
P(T(z) <) = P(X(n) < 2), T(x) = X(n)
P(Xn) <z) = P(max(X1y,..., X, <))
P(Xu <z)=PX;<z,....X, <z)
P(Xp <z)=PX1<x)-...-P(X, <), prop. deindependéncia
P(X(ny <z)=F(z)-...- F(x), porque X sdo iid.
P(Xn) < x) = [F(x)]"
P(X@ <) = Fx,, (z) = [F(z)]"

F(l’):/ f(X;Q)dI:/ %dng, 0<z<6, 0cl,+00)
0 0

0Fx, (x OIF (z)™ n—-1
Frio@) = Fr (o) = 2@ AP@I 2y g
n—1 xnfl ,
Frin(e) = no g @) =ns -2 F'(x) = f(x) por definicio
.l,n 1
Frw(@) == G 0<z<0,0¢€l+00)
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EM%U@H—LUQW@Hhm@Mw—Q S(x) = (0.6), 6 € [1, +o0)

o n-a"t n [° —
By lo(T(@)) = | o) fr—de = g [Cgm@lamtae =0, (9

0 Jiis) Lit)dt , :

— 0 = Lp(z)]-p (z) — L[k(z)] - k (), teor. fund. de calculo (k)

O Jy 9T ()] a"Hde _ o0
50 =50 derivando ambos lados do ()
n-00=" [° 1, Of)gT(x) 2" dr n .
50 /0 g[T(z)] 2" "dx + 50 g = 0, derivada do produto
0
—n?."! / g[T(x)] 2" tdx+ g (0) 0" *- 9% =0
0
—_————

aplicando ()
2 [%
n—1_ " 7 . n—1 —
90— g [ 9T e =0

2 0
900" G =gz | 9@ e =0
n n n [°
g(0)- 2779 e—n/o g[T(z)] 2" tde =0, ver (¥)
Eglg(T(2))]
9(0)- 5 — 5 - B [g(T(@))] = 0
Y By o)) = Yo 6)
Eg[g(T(x))] =9¢(8) a)sugere Ey[g(T(z))] = 0,0 que remete a g (6) =0
Eylg(T(x))] =0, g(0) =0, V0 € [1;+00)
)eg(

)
0) = 0, nao garante que g[T'(x)] seja sempre nulo, quase
certamente, conforme apresentado abaixo.

A fungéo g[(T(x)] é uma funcdo genérica qualquer, escrita em fungio da estatistica suficiente T'(z).
Seja g[T'(x)], dado por:

anniaa SeO<Xn<070€[1;+OO)
g[T(J;)]:{O() n+1 iy (n)

Dizer T'(x) = X,y = max(Xy,...,X,), ¢ o mesmo que dizer que T'(x) ¢ um z, no entanto, o maior x
dentre os n existentes. Isto é, X(,y = x. Assim, pode-se rescrever g [T'(z)], do seguinte modo.

x—n”—fl, se0<x<b,6ell;+0)
0, c.c.

0
MMN®D=AQHWHhW@M%
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(4 n—1 (2 n—1 6 n—1
no T x no x
E T = —A——E dxr = .n - dx — - .n- d

0 2 0
n " ng 1 e

0

e e 1
E(g[T(xn)—;;(fj":)_ﬁ@l.;ﬂ;
E([T(@)]) = ;ff” ol

B(g[T(@)]) = -7 - 20

E(g[T(@)]) = 0

Como se pode observar, E (g [T'(x)]) = 0, mas g [T'(x)] # 0. Logo ¢ [T'(x)] ndo é zero quase certamente,
isto &, P ([g(T'(x))] = 0] # 1, como consequéncia, T'(z) = X(,) nao é completa.

37) Use o Teorema de Basu para provar a independéncia dos seguintes pares de estatisticas:

b) Xy e P(X; — X(1)), onde os X;’s sdo iid com distribuigao E(a,b).

Primeiramente vamos mostrar que X ) ¢ suficiente e completa.
Observe que, para a > 0 e um valor arbitrario de b > 0 fixado, temos

f(z,a,b) = Hll)exp{—ll)(xi - a)}[(azi > a)
= binexp {—11)2(301 — a)} Iz >a), z@q)=min(Xy,...,X,)

n
= blnexp{—zzxi}exp{rza}l(x(l) > a)

= h(z)ga(T(x)),
em que h(z) = Zexp{—1 > i 2} e ga(T(x)) = exp {2} I(z(1) > a). Assim, pelo Critério da Fa-
toracao T'= X1y = min(Xy,...,X,) é uma estatistica suficiente para 6 = a.

Para mostrar que T' = X(1) ¢ completa, temos que, dado

Logo,

P(X1y <) =P(min{Xy,...,Xn} <z)=1-Plmin{Xy,..., X} > )

:1—P(X(1)>:v):1—[P(X1>x)]":1—exp{na;x}

para x > 0 e 0 caso contrario. Assim

P(X(l) :x):Zexp{na;x}I(x>a)
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Desse modo,

Elg(T)] /:o 9(0) 7 exp {na . t}dt —0, Ya>0

e —nt
/ g(t)exp{:}dt:O, Ya > 0

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos

lim H(n) — H(a)] 9 [ lim H(n) — H(a)] = g(a) exp { _;m}

h—o00 o Oa |h—oo

Observe que %[hmh_,oo H(n)] = limhﬁm[a%H(n)} = limp_, 00 [g(n) exp {_T"h}] =0.
Assim,

g(a)exp{_;w} —0, Va

gla) =0, Va
g(t)=0, vt

Portanto, P,(g(t) = 0) = 1. Logo, T' = X(1) é completa.

Além disso, para U = (Uy,...,U,), tal que U;’s, com i = 1,...,n, sdo independentes com distribuigao
E(0,b). Pode-se escrever X; como X; =U; +a,i=1,...,nea>0. Com Xy = Upny+a,a>0. Desse
modo, a distribuicao de ¥; = X; — X(y),i=1,...,n & tal que

P(Y; <y))=P(X; — Xy <) =PUi+a— Uy +a)) <y;) = P(U; — Uyy) < yi)

que, pela invariancia de localizagio, nao depende de a. Portanto, ¥; = X; — X(1), © = 1,...,n & ancilar.
Dado que X;’s sao iid, entdo S = 31" | X; — X(1) também ¢ ancilar.

Pelo Teorema de Basu, se T' é uma estatistica suficiente e completa para P = {Fy,0 € O}, entao toda
estatistica ancilar S é independente de T. Assim, provamos que X1y e P(X; — X(1)) sdo independentes.
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