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3) Sejam X7,..., X, varidveis aleatorias independentes com X; ~ N(m;u,m;o?), para i =
1,...,n, em que mq,...,m, sdo inteiros positivos conhecidos, e 1 € R e 02 > 0 sdo descon-
hecidos. Essa situagao ocorre quando se observam os totais de n grupos, em que o #-ésimo
grupo é formado de m; observacdes independentes de N (u, 02). Encontre os estimadores nio

viciados de variancia uniformemente minima de p e o2.

Obs. Na resolucdo de este exercicio, considera-se u € R, 02 >0, m; € N* e, n > 0.
Resolucgao
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Logo, f(z;m;u, m;o?) pertence a familia exponencial. Para encontrar o ENVVUM de u, 02 tera
de ser fixado e, para encontrar o ENVVUM de o2, p tera de ser fixado. Ou seja, f(z;mgu, mio?)
para apenas o2 fixado pertencera a familia exponencial uniparamétrica, idem para apenas p
fixado. Pelo teorema de limite inferior de Cramér-Rao (LICR), se f(-) pertence & familia expo-
nencial uniparamétrica, entao, existe uma estatistica g(z) nao viesada cuja variancia é igual ao
limite inferior de Cramér-Rao e, essa estatistica é um ENVVUM.

Atingindo o LICR, e satisfazendo todas as suas condi¢oes de regularidade, tem-se pela de-
sigualidade de Cauchy-Schwarz, que, g(z) — 7(6) e aTL@ log L(7(0)|z) sao proporcionais, sendo
L(-) a fungao de verossimilhanca de f(-) e g(z) ENVVUM do parametro (fungao) 7(). Ou seja,

Gl rO)l) = a(9) lo(w) — 7(0) (1)



Se f(.) atinge o LICR, e o estimador de maxima verossimilhanca (MV) 7(0)yv, poder ser
encontrado analiticamente (sem precisar de algum método numérico), tem-se:
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Var[g(x)] = a®) e, substituindo na (1), ﬁf@logL( 7(0)|z) = Varlg@)] [g(x) —7(0)] (2)
—> Encontrando ENVVUM de u
Seja 7(0) = pe X = {Xy,Xo,..., Xy}, vamos verificar se o fipsy pode ser encontrando
analiticamente.
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Note que fipsy nao depende de p, logo é estiméavel analiticamente e podemos usar (2) para
encontrar o ENVVUM, aqui denotado por g(x).
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Logo, g(x) = 2i- 1m’_ é um ENVVUM de p e Var[g(z)] = #jmz = LICR, porque f(-) para

z’n

o? fixo, pertence & familia exponencial uniparamétrica.

Assim, g(z) ~ N(p, ﬁjml)



= Encontrando ENVVUM de ¢2, tomando z como fixo
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Observe que 62 = S (w
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caso amostral é viesado, sendo necessario corrigir por n— 1, analago & variancia amostral. Assim,
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Note que O'MV nio depende de o2, logo 7*(f) = o2 ¢é estimavel analiticamente e podemos usar
(2) para encontrar o ENVVUM, aqui denotado por g*(x).
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Logo, g*(x) = > i, (w) ¢ um ENVVUM de o2, lembrando que fiyy = g(x) =

(n—1)m;
% e Varlg*(z)] = % = LICR, porque f(-) para u fixo, pertence a familia exponencial
=1 T
uniparamétrica. Assim, g*(z) ~ X%nfl)'

= Verificando a nao viesidade de g*(x)
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g*(x) ndo é viesado, para o2. Como f(-) fixando u ¢ da familia exponencial uniparamétrica, e g*(x)
¢ fungio de uma estatistica suficiente completa T'(z) = 22, g*(z) ¢ ENVVUM de o2 pelo teorema de
Lehmann-Scheffé.

7) Seja X o conjunto dos nimeros naturais, i.e. X ={0,1,2,3,...}, e A C X , ndo vazio. Suponha que
X tem distribuigao de Poisson de pardmetro A\ truncada em A, ou seja, a distribuicao de X coincide
com a distribuigao de Y condicional a que Y € A, sendo que Y ~ Poisson(A).

a) Suponha que A = {0,1,2,...,a}, em que a é um inteiro positivo. Mostre que A nio tem um
estimador nao viciado.
Resolugao
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O intervalo de valores onde a func¢do f(-) é ndo negativa, depende de parametro, logo, f(-) nédo
pertence & familia exponencial e como consequéncia, ndo se pode usar o LICR, Rao-Blackwell e
nem o teorema de Lehmann-Scheffé, podendo apenas provar pela defini¢do E[g(z)] = A.

Obs. Na resolugao que segue considera-se A > 0,a > 0.



a )\I

T =\
2{9( ) lz”
a ATe A

x) - e =)
{g” oo }

=0 y=0
a )\’I‘—l a—1 \Y 2@
2 o) =\ 2
=0 y=0 Yy
a Azl a—1 \Y @
> g(a)- —<Z>+
= x! = y! al
)\71 )\O /\1 a—1 )\O )\1 )\afl e
9(0) F+g(1)~F+g(2)~§+ +g(a) o ottt +(a_1)!+a,
by )\afl )\afl 2@
! 1 2)- = =1
g(0) - A7 +g(1) +g(2) 5 T +g(a) o + A+ +( 1)!+a,

Tomando como referéncia o A, todos termos com

mesmo grau de A\ sao considerados semelhantes.
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Como se sabe, é impossivel um (1) ser igual a zero (0), pois, um (1) é sucessor de zero (0). Nao so,
considerando qualquer ”a” maior que zero e finito (0 < a < 00), como A > 0, a expressao % #0.
Logo, com esta esplanagao provamos que nao existe um estimador g(x) nao viesado (viciado) para

A



b) Suponha que A ={1,2,3,...}. Encontre o ENVVUM de A.
Resolugao
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O intervalo de valores onde a func¢do f(-) ¢ nao negativa, nao depende de parametro, logo, f(-)
pertence & familia exponencial (FE) e como consequéncia, poder-se-ia usar o LICR, Rao-Blackwell
e ou teorema de Lehmann-Scheffé. No entando, nao é possivel encontrar analiticamente um esti-
mador de MV que nao dependa de A (ndo sera demostrado aqui), logo, LICR e Rao-Blackwell nao
sado as vias mais flexiveis (ou ideiais), sendo ideal utilizar o teorema de Lehmann-Scheffé e usando
a estatistica suficiente completa (trivial se f(-) é da FE), encontrar g(x) nao viesado (E[g(z)] = A),
que seja fungdo da estatistica suficiente completa (T'(x)).

Obs. Na resolugao deste exercicio, considera-se A > 0 e x € N*
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Como pode-se notar, f(-) pertence a familia exponencial de posto completo, logo, T'(z) = = é uma
estatistica suficiente completa. Seja, g(x) = a - [T'(z)] = a - x, uma fungdo da estatistica completa

T(x) = x, se existir "a", fun¢ao de = apenas, tal que g(z) = a - [T(x)], resulta num estimador nao
viesado de A, entdo, g(x) é um ENVVUM.
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= Continuagao da resolu¢do do exercicio 7b)
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Assim, como encontrou-se "a", pode-se escrever a func¢ao g(x), substituindo a pelo valor correspondente
encontrando e observando todas condigoes em ele existe.
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Como g(x) é funcao da estatistica suficiente completa T'(x) = x, e é uma estatistica néo viesada, pelo
teorema de Lehmann-Scheffé g(z) ¢ um ENVVUM de A.



7 ¢) Suponha que A = {1,2,3,...}. Encontre o ENVVUM de e~ *. Critique o estimador encontrado.

Resolugao
Obs. Na resolugao deste exercicio, considera-se A >0, x € N* e k € N

Seja, S(x) =b- [T(x)] = b- x, uma funcao da estatistica suficiente completa T'(x) = x, se existir "b",
funcio de x apenas, tal que g(z) = b- [T(z)], resulta num estimador nio viesado de e~ *, entdo, S(z) é
um ENVVUM.
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Como S(z) é fungdo da estatistica suficiente completa T'(z) = x, e € uma estatistica ndo viesada, pelo
teorema de Lehmann-Scheffé S(z) ¢ um ENVVUM de e~ *.

Observe que S(z) é uma série alternada, ou seja, assume valor positivo se x for impar e valor negativo
se z for par. Tomando 7(A\) = e, se A = 0, 7(A\) = 1 e limy_,, e ™ = 0. Assim, se = for par
sempre resultara em valores fora do espago paramétrico da fungdo funcio 7(\) = e™*, que ¢ (0,1), como
consequénicia, S(x) ndo é bom estimador.

16) Seja (Xi,...,X,) uma amostra aleatoria de uma distribui¢ao discreta com func¢ao de probabilidade
foj, emque @ > 0ej = 1,2; fy1 ¢ a distribuicdo de Poisson de média ¢ e fso ¢ a distribuicao

, (que é série de Maclaurin ou de Taylor com ¢ = 0)



geométrica de parametro 6/(1 + 6), isto &,
0 6 1"
=l1-—| |— =0,1,2,...
f@,Z(x) |: 1+0:| |:1+0:| 3 x 07 727
Existe ENVVUM de 07 Justifique.

Resolugao
Para j = 1, temos:
(X1,...,X,) uma amostra aleatoria de X ~ Poisson(d), § > 0. Observe que X pertence a familia
exponencial,
6ve? 1
fo(x) = T exp{zlogf — 0} = h(x)exp{T(z)n(0) — B(#)}, ==0,1,2,...

em que, h(z) = %, T(x) = z, n(0) =logf e B(d) = 6. O dominio de variacdo de n(¢) = (0, 00) contém
retangulos unidimensionais. Logo, T(X) = >, X; é uma estatistica suficiente minimal e completa.
Note que,

T

Eo {
n

Logo, X é o ENVUUM para 0, quando j = 1.

Para j = 2, temos:

(X1,...,X,) uma amostra aleatoria de X ~ Geomeétrica(l —

familia exponencial,

foa(z) = [1 - 1_‘@} Li}} " exp {xlog <1ie> +log (1 - 10;9)} = h(z) exp{T(x)n(0)— B(6)}

com z = 0,1,2,..., em que, h(z) = 1, T(z) = z, n(d) = log (%) e B(f) = —log (1— ﬁ). 0]

dominio de variagao de n(f) = (0, 00) contém retangulos unidimensionais. Logo, T'(X) = Y7 | X; ¢ uma
estatistica suficiente minimal e completa.

]:Ee [X] = 0,v0

0

1+0)’ 6 > 0. Observe que X pertence a

Note que,
1— [1 _ L} 0
T _
Eo {] B[R] = —L T _ g vy
n 1= 1+60 1+6

Logo, X é o ENVUUM para 0, quando j = 2.

17) Seja Xi,...,X,, variaveis aleatorias i.i.d. com funcio densidade de probabilidade fa(z) = 0/x2,
x > 60; 6 > 0. Encontre um ENVVUM de ¢(6) assumindo que g(6)/6™ — 0 quando 8 — oo e que g é
diferenciavel.

Resolugao
A fungao de verossimilhanga é dada por,

“0 o"
L(O;2y,...,2,) = H x—I(e,oo)(:ci) - WI(O’JC(I))(Q) = h(z)go(T(2)),
em que h(z) =[]\, 25 e go(T(x)) = 0"1(0,z.,,)(0). Pelo Critério da Fatoragdo, temos que 7' = X(y)
¢ estatistica suficiente para 6.
A distribuic¢ao de T' é dada por,

Fr(t)=P(T <t)=P(min(Xy,...,X,) <t)
=1— P(min(Xy,...,X,) > )
=1-PXy1>t....X,>1)

[P > 1)
=1

&

1— [P(X; > 1)



Observe que,

t t
FX(t):/e ;;dxzﬁ/a x_2dx:9[—x_1’§}:9[—t+0]:1—

Assim,

FT(t)zl—[l—FX(t)]"zl—{1—[1—?}}71:1—[2}”:1

Logo, a densidade de T'= Xy ¢,

nf”
fr(t) = s le.00) (1)

Seja g uma fungao de T,

Ey(g(t)) =0, V0 >0

(o] n
:>/ 9(t)no dt =0, V6 > 0
0 tn+1

> 9(t)

Pelo Teorema Fundamental do Calculo

= | lim H(a) - H(6)| =0, ¥0 >0

o T.. 0

> = [ali}n;o H(a) — H(e)] = 550, V0> 0
9(0) _

= gni1 =0,v6>0

=g(0)=0,V0>0
=g(t)=0,Vt>0
= P(g(t)=0)=1

Logo, T'= X(1) ¢ uma estatistica suficiente e completa. Note que,

Eol5(1)] = /;o %dt — 4(6), Y0 > 0

Como ¢(0)/6™ — 0 quando § — oo

<o) . g00)
:>/ thdtf g Vo > 0,
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= LIHEO H(a) — H(e)} = 2o V0 >0

Como g(0) ¢é diferenciavel

d 1, _ 9490

= =5 nggoﬂ(a) H(Q)] = o V0> 0

0(0) _ g'(0)no" — g(O)n0" "
Tgnt+l T n262n

, V8 >0

g(@)n2en=1on+t — ¢/ (9)nomontt
= 6(0) = g , V>0
9(6)n292n _ g/(e)n6)2n+1

n202n

/
= g(6) — 9(5)9, Vo >0

, V8 >0

/
— g(t)t,Vt>0
n
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Assim, §(T) = ¢g(T) — DT o que T = X(1), ¢ ENVVUM para g(6).

n i

29) Seja (X1,..., Xn) uma amostra aleatoria da distribuigdo de Pareto com fun¢ao densidade de proba-
bilidade pg.(z) = 042~V I, \(2),60 > 0,7 > 0.
Seja P = {Py,:0>0 e v>0} a familia de possiveis distribui¢bes da variadvel aleatoéria X ~
Pareto(0, 7).

a)

Suponha que 7 seja conhecido. Mostre que Y .-, log(Xi/) é uma estatistica suficiente completa.
Resolucgao
Considerando ao parametro v conhecido temos a densidade conjunta da distribuigdo Pareto iid
como segue:

po(x) = [[ 0272 "V Iy 00 (), 0> 0

i=1

= H"’yne H w;(0+1)l[%oo) (xz) ,0>0
=1

= gm0 H x;ex;1I[77oo) (z;),0 >0
i=1

= exp {—9 Zlog x; +nlog(f) + nd log('y)} Hmi_ll[%oo) (z;),0 >0

i=1 i=1

n

n ; B
=exp{ —0 ) log () +nlog(0) o [] i Iye0) (21),0 > 0
=1 v ] =1 '
n —A(n)
T(x) h(z)

seja
n z; n B
n=—0,T(z) =3 log (7) LA() = —nlog(8) = —nlog(~n) e h(w) = [ # Ty oo) (22
=1 1=1

O pardmetro natural é n = n(d) = -0 = n(d) € R~. Entdo, o espago paramétrico
n(f) € (—o0,0) contém retdngulos unidimensionais abertos. Nem a 7T nem o 7 satisfazem re-
stricbes lineares, portanto dizemos que a familia é de posto completo. Assim, a estatistica
T =T(X) =5, log <%) é estatistica suficiente completa para a familia de distribuigoes
de X com o parametro -y conhecido.

Suponha que v seja conhecido. Encontre o estimador nao viciado de varidncia uniformemente
minima de 6.

Resolucao

Considere a transformagdo Y = log (%), entao a distribuigao acumulada de Y é dada por

PY <y) =P [log (X> gy} P<X Sey> — P (X <Y :/ F(,0,7)dz, Ve > 7,0 > 0
v Y .

ve? ve? zf
/ 0702V dy = 9'7‘9/ =Dy = 047 ()
2l 2l
+1=1-— eieyl(o)oo) (y)

_ 0.—017¢”
= [="=7"],

e

7 ey
Entao, Y ~ Gama(l,6).
Como Xj,...,X, sdo variaveis aleatorias i.i.d., temos que T = >, log ({fy) ~ Gama(n, @),

para todo 6 > 0.
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Queremos encontrar 6(7T) tal que Fy(6(T)) =0, VO > 0. Entao, §(T') serd o ENVVUM para 6.

Pela propriedade da da distribuicio gama tem-se E(7) = 7. Assim, tem-se trabalhar com o

estimador g(T) = %

T L I U ey S T ey S g
Eglg(T)] = Ep {ﬂ—/o it ¢ T, oo

somente para n > 2
_ nf" T(n—1) /Oo gt fn=1)=1,—0 gy
O F

- T(n) 6! (n—1)
Gama(n—1,0)
nd" T(n — 1) (n—2)!  n _
“T(n) ot on CES 1,V9 > 0 e y conhecido.
Sen=1,
9[0(T)] = 6,¥0 > 0
ﬁ/ ot t“*t"dt—evbo

@ﬂto/ 5(t)e—t9dt =4.v0 >0
@/ S(t)e tdt =1,¥0 > 0

@/ e tdt :/ 0e=0dt, V0 > 0
0

)=16,v6 >0

O estimador nao pode depender do pardmetro. Mas como depende do pardmetro, entao, nao
existe nenhum ENVVUM para 6

Se n > 2 e se tomarmos a estatistica T = T , segue-se que
Bt =By | "=t =B L] 21— — v >0
(N A T| ™ -1

Portanto, se n > 2 a estatistica T* = é¢ ENVUM para 6, pelo que é a fungao da

T
) com média 6 para todo 6 > 0.

c) Suponha que 6 seja conhecido. Mostre que X(;) = min(Xi, ..., X,,) é estatistica suficiente com-
pleta e encontre o estimador nao viciado de varidncia uniformemente minima de +.

Resolucao

Considerando ao parametro 6 conhecido temos a densidade conjunta da distribuigdo Pareto iid
como segue:

12



py(x) = [] 072, V11, ) (i) .7 > 0
=1

n n — (041
:79 HI['y,oo)(iEi) [0 Hxi(+)‘|’7>0
=1 i=1

n

2

= ’yenI(XIZ,Y)I(XTLZ,Y) [9 I-(0+1)] , Y > 0

3

3

= PyonI{min(Xl,..A,Xn)Z'y} [Qn ZL"_(9+1)‘| Y > 0

1

-
I

n
_ Venf[y,oo) (33(1)) lan Hxi(eﬂ)] >0
_/_/ i=1

9+ (T'())

h(z)

—(6+1)

Pelo Critério da Fatoragao, como g, (T(x)) = v""I(y o) (z(1)) € h(x) = {0" [T, z; } sdo

fungoes nao negativas, a estatistica 7' = X(;) ¢ suficiente para a familia de distribuigoes de X,
com 6 conhecido.

Temos mostrar que 7" é suficiente completa. Para tanto, considere t = x(;) € [y,00). Entdo, a
distribuicao de T é tal que

Fx, (t)=P(T(x) <t)= P(Xq) <)
= P (min{Xy,..., X} <1?)
=1—P(min{Xy,...,X,} > 1)
=1-P(X1>t,..., X, >1t)
=1-[P(X;>t)]"
— 11— F)

- t n
=1-|1- / G’YHxl_(oH)dm}
L v

=1- (%)”9 I[v,w)(t)

Assim, a fungao densidade de probabilidade (pdf) da distribui¢do é dada por:

d ngym?
fr(t) = gp(T(X) <t)= WI((w,oo)(t)ﬁ >0

Portanto, T' = X1y esta distribuido como Pareto com parametros nf e v, ou seja, T' ~ Pareto(nd, ).

A estatistica T'é completa se, para qualquer fungéo g(T'), E,[g(T)] = 0, para todo v > 0 , implicar
que g(T") = 0 quase certamente P, com 6 conhecido.
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& B g(T)] = 0,97 > 0
= [; 9t)fr(t)dy =0,y >0
= f,yoo g(t)%dt =0,vy>0
= [~ 9(t) morrde = 0,¥7 >0

-
Pelo teorema fundamental de calculo (TFC) tem-se

= limy 00 G(y) — G(v) = 0,Vy > 0, onde G(t) é a antiderivada de g(t) marr
0

= & [l 6] = £G0). >0

= 0= Q(V)ﬁ’VV > 0, vale resaltar que anﬁ #0

= gt)=0,Vt>0

Portanto, T' = X (1) é completa suficiente para P, com ¢ conhecido na distribui¢ao Pareto(6,~)

Por fim, queremos encontrar §(7T') tal que Fq(d(T)) = v, Vy > 0. Entéo, 6(T) serd o ENVVUM
para 6, considerando € conhecido.

0+1
o 1 ,yl—nG
ot dt = v 0
= : (t) ot V>
1—nb
TEC . Y ) I _ 6@
= ylin;o Gly) —G(y) = v , Vv > 0,onde G(t)é a antiderivada de g(t) = 0T

o ) 0 o _ ] 71—710
:’va &YG(PY)_a’y[nG VY >0

1—nb 1-nb—1
= —90) = + V6 >0

nd —1)

= _6(,}/),}/—(n9+1) _ _( — ,}/—nG7 Vo > 0

_77,9—1 nf+1—nb
:>6('y)—7n9 vy , V>0
nd —1
=i(t) = Y t, Vt >0
nf — 1
T) = T .C.
S 1) ="2T (¢eP)

Portanto,d(X 1)) = %X(l) ¢ o ENVVUM para v com 6 conhecido para uma familia Pareto
(nd,v) ,send >1.

Suponha que 6 seja conhecido e que o espago paramétrico para vy seja reduzido a (0,1]. Mostre
queX (1) = min(Xy, ..., X,,) é uma estatistica suficiente mas nao é completa.

Resolugao
Considere o espaco paramétrico Qg = (0, 1]com 6 fixo. Seja Py = {P,,~ € (0,1]} , representando
a familia de distribuigoes do vetor aleatério X = Xi,...,X,, iid, tal que Py é um subconjunto

de P, com a respectiva funcao de densidade conjunta.
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py(@) = [[ 07 2 V11, 0 () 0> 0,7 € (0,1]
=1

=" HIH o) (%4) [9" II= _(M)] ,0>0,7 € (0,1]

=1 =1

:::

= ’yenl(xlz,.y)...](xnz,y) l@n xi(6+1)] 79 > 07'7 E (07 1]

K2

= I

?

= ’YO”I{min(Xl,...,Xn)zq,} [0” x,_(‘g“)] ,0>0,v€(0,1]

1

o
I

n
= 1" Ipy,00) (2(1)) [9" H’Iz‘(e“)] 0> 0,7 €(0,1]

9+(T())

h(x)

Pelo Critério da Fatoracdo, como g, (T(x)) = v""I(, o) (z(1)) € h(x) = {0” [T, z; sa0
fungoes nao negativas, a estatistica T' = X(;) ¢é suficiente para a familia de distribuigoes de X

(Po), com @ conhecido .

x—(9+1)}

Pelo item anterior a estatistica 7' = X(;) ~ Pareto(nf,y) é completa se, para qualquer fungao
g(T) , E,[g(T)] =0, Vy € (0,1], implicar que g(T') = 0 quase certamente Py, com 6 conhecido.

EMMTH:/«)(Vﬂ)ﬁZONvemﬂ]
:>/ tneﬂdt—OnyE(Ol]

= / tn0+1 =0,Vy € (0,1]
1

H(y) — H(0) =0,V € (0,1],onde H(t) representa a primitiva de h(t) = g(t)mdt
5 (HO) = 5 (HO) = 220

H'(y) = H'(0),¥y € (0,1]

g =0,¥y € (0,1], com 4" £ 0

g(v) = 0,Vy € (0,1]

= g(t) =0, € (0,1]

Ll

No entanto, para algum ¢ > 0, temos que g(t) # 0. Como exemplo, tem-se

g(t):{ 0, se t € (0,7]

tn9—1

Lo — "2, set e (y,00)

como v € (0,1] e nd > 2, entéo t € (0, 1], e podemos reescrever g da seguinte forma

0, set € (0,1]

t) = no—
9(t) {tzl—tW?, se t € (1,00)

1 )
/ 0dt + ( t"92> 1m0t
0 1

oo =2 11]™ 1
= ——dt — t3dt = — ——
[ e[ sl *
=0

Note que, Vv € (0,1],

oo

1 2t 1

15



Portanto, E,[f(T)] = 0,Yy € (0,1], mas f(T') ndo é igual a zero com probabilidade 1, isto

é, Py(f(T) #0) > 0. Assim, T = X(;) = min(Xy,...,X,) ndo é estatistica completa para
€ (0, 1], mas é suficiente.

Suponha que 6 seja conhecido e que o espago paramétrico para 7 seja reduzido a (0, 1]. Obtenha o

estimador nao viciado de variancia uniformemente minima de . Sugestao: Considere estimadores

da forma h(X (1)) = aX(1)l10,1)(X (1)) + bl(1,4+00)(X(1)) € mostre que sdo nao correlacionados com

estimadores nao viciados de zero.

Resolucao
Seja v € (0,1] e 0 fixo. Seja o estimador na forma

h(T) = CLT]I(OJ] (T) + bH(l,oc) (T)
com a e b constantes. Vamos encontrar os valores de a e b de forma que h(T') seja estimador nao
viciado para v, isto é,

E\[n(T)] =~, Vvye(0,1].

¢/ dt = v,%y € (0,1]

nfy™0
= L h(t) g dt =7, %7 € (0, 1]

[e%} L 0 ,yl—nQ
= h(t)t— ~"dt =
/ (1) —

V€ (0,1]

1—nb
:>/ (at)t ™" 4 (2) dt+/ bt—1- ”911( ,m)()dt:’yne ¥y € (0,1]
:>/ at™ ”(’dt+/ bt~ = — (0,1]
tlfna 1 t*na /-}/1*7740
- = 1
T8 N nd no ¥y € (0.1
1 ,_ylfnﬁ 1 ,.)/17719
J— —_— = 1
:>a1—n9 al—n9+ nf nf V7 € (0,1]
1 1 1 1
— = — = —0H— 1
- alfnG nb eal—n@ bne,V'ye(O, ]
0—1
a=" eb=1,Vy € (0,1].

Logo,

nd —1

¢ ENVVUM para v tal que v € (0, 1].

Considere U7 como um subconjunto de = {U(X) : E,[U(X)] =0e E, [U*(X)] < 00,Vy € (0,1]}
, formado por estimadores nao viesados de zero que dependem apenas da estatistica suficiente T’
para . Assim, dado que U € U,

E,[U(T)] =0,Vy € (0,1].

5 B = [ uid=0v € 0.1

1 [e9)
= L w(t) fr(t)dt + /1 u(t) fr(t)dt = 0,y € (0,1]
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Logo, como v € (0, 1] entao de fwl u(t) fr(t)dt, para t < 1, temos que u(t) = 0. Assim, temos que:

ult) = 0,se0<t<1
T ur(t), set>1

com [~ w*(t)fr(t)dt = 0. Entéo,

E,[MTU(T)] =E,

[E'v h(T)U(T))H(o (T )] , Vv € (0,1]

2, [ (M 0 () + T (D) U (D (7] | Ty ()] 97 € 0.1
EWK (@) + (1]1[071)@))) U*(T) [1H(O,l](T)]”]I(O,H(T)},VWE(OJ]

+ E, [ (nan; 1TI[(0,1] (T)+ (1— H[o,l)(T))) U*(T) [1 =T, (T)]‘ Lio1)(T) = 1} P(T <1)

KHHWIT o O)> Un(D - O]} P(T > 1)+

+E, [("Gmg T-1+(1— 1)) U*(T)[1 - 1]} P(T < 1),¥y € (0,1]

—E, [U*(T)] P(T > 1) + E,[0]P(T < 1),¥7 € (0,1]
=0,vy € (0,1] e U € Ur.

Como E,[U(T)] = 0e E,[h(T)] = y para todo v > 0, a condicao E,[h(T)U(T)] = 0 para~y € (0,1]
eU € Ur é tanto necesséria quanto suficiente para que h(T) = no- 1T]I(0 1(T) + I1,00)(T') seja o
ENVVUM de v. Além disso, essa condi¢do também implica que h( ) & ndo correlacionado com

qualquer U € Ur.
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