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3) Suponha que X ~ Poisson (A), A > 0, e que Y|X = = ~ Poisson (zA). Considere o problema de estimar
A com base em (X,Y).
(a) Mostre que (X,Y) é uma estatistica suficiente minimal para A, mas ndo é completa.
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AT (z,y)] é fungao de A e X, Y, apenas, logo, T'(X,Y) = (X,Y) é suficiente.
Sejam (z,y) e (x/,y/) pontos amostrais do espago amostral .
T(z,y)=T(z,y) < (v,y) € D(z,y):

D(z,y) = {(«',y) € x: P(«',y) = P(z,y) - h(z,y;2 ,y ), YA € Ry, h(z,y;2 ,y ) > 0}
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(«',y") = (z,%), pelo principio de semelhanca de termos , e x = 2/, = ¢/, por se tratar de par ordenado.
Se (z,y) # («',y'), ndo se observa a proporcionalidade entre P(z',y') e P(x,y)
= T(X,Y)=T(X"Y')
Portanto, pelo Teorema de Schervish, a estatistica T'(X,Y) = (X,Y) é suficiente minimal para A.

=—>Mostrando que T'(X,Y’) ndo completa
Seja, g(T")] fungao da estatistica suficiente minimal T'(X,Y")
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O limite convirgira para zero pois os termos do denominador serdo maiores que os do numerador quando a —
oo e b — oo. No entando nao necessariamente significa que g(7') = 0.
Contraexemplo

g(I)=X*-X-Y
E[g(T)] = E[X? - X - Y]
= E[X?] - E[X] - E[Y]
= Var\(X) + (E[X])? — E[X] — E[E[Y|X]]
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(b) Obtenha o limite inferior de Cramér-Rao para a variancia de estimadores nao viciados de A\ e compare com a

variancia de X, que é um estimador nao viciado de A.
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Assumindo existéncia da segunda derivada do log da funcao e vélidas todas condigoes de regularidade.
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(c) Encontre o estimador de maxima verossimilhaca de \ e obtenha seu viés.
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= Viés do estimador
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Assim, o viés de do estimador E {/A\MV} é % ()\ -1+ e‘A) -\

Questao 4 Seja X uma varidvel aleatéria com distribui¢do geométrica e fun¢do de probabilidade Py(X = x) =
(1 —0)*, = =0,1,.... Qual é a menor varidncia possivel para um estimador nao viciado de # (baseado em uma
tnica observagao)? Compare essa variancia com o limite inferior de Crameér-Rao.

Um possivel estimador nao viciado de € pode ser definido como §(X) = X, em que Ey(6(X)) = 6, Vo € (0,1).
Observe que a densidade de X pode ser escrita como

po(x) = 0(1 = 0)" Lo, o0} (2)
= exp{xlog(1 — 0) +log(0)} o.... .00} (%)
= exp{T'(x)n(0) — B(0)}h(z)
em que 1(f) = log(1 —0), T(X) = X, B(#) = —log(0) e h(z) = I{o,..oc}(z). Como o espago paramétrico de
n(#) € (—o0,0) contém retangulos unidimensionais abertos, a familia é de posto completo, logo, a estatistica
T(X) = X é suficiente e completa. Assim, como 6(X) = X é nao viciado e fungdo de uma estatistica suficiente e

completa, entao, 6(X) é ENVVUM para 6.
Para calcular a variancia do estimador, temos que

Varg(3(X)) = Eg[6(X)?] — EF[6(X)] = 0(1 = 0)° +[0(1 = 0)°)* = 0 — 6* = 0(1 — 0)

Para calcular o Limite Inferior de Cramér-Rao(LICR), temos
A funcao de verossimilhanga é dada por:
L(f,x) =0(1—-6)"

A funcao de log-verossimilhanga é dada por
1(0,2) =log(0) + xlog(l — 0)
A primeira derivada da funcao de log-verossimilhanca é

0 1 T
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A derivada segunda da funcao de log-verossimilhanca é

H? 1 T
9200 =~ ~ g ge

Assim, a informagcao de Fisher para 6 é dada por

9? 1 EpX] 1 (1-90) 1 1 (1-6)+6 1
100) = —Ey | = = I S A - -
(6) = —Eb {ae?l(e’:”)} T a—02 @ Tei—07 © 91-6 61-0  (1-0)
Logo, o LICR é dado por
N .
LICR—I(0—921 =60%(1—0)
1-9)

Portanto, observamos que Varg = 6(1 — 0) > (1 — 6), V0 € (0,1).



14. Seja F a classe das densidades de parametro 6(f > (0) com média 1/0 e variancia 1/6% e
que satisfazem as condigoes para a validade da desigualdade da informacgao.

(a) Mostre que uma densidade que minimiza a informagao de Fisher para 0 na classe F é f(z;0) =
fexp{—0x}1 () o) (7). Sugestao: use a desigualdade da informacao.

Seja X uma variavel aleatoria tal que X tem distribuicao Py, em que Py € F entdo, E[z] = % e Var(x) = 9%.

Seja d(z) = x, entdao usando o teorema de desigualdade da informagao;

2
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Var(X) > 0
onde I(0) ¢ a informagao de Fisher.
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> AN - =
Var(@) > Sy S @ 2 o)~ 10
1
= I(0) > i)

Agora, devemos verificar se a densidade sugerida minimiza a informacao de Fisher.
Assim, Desigualdade da Informagao de Fisher e dada como
82
110) = B | 7 108 1 (2:0)

Assim temos que se a densidade é

f(z;0) = Oexp{—0z}1(0,00)(7)
log f(z;0) = log 6 — 0.

dlog(z;0) 1

00 0
dO?log f(z,0) 1
a2 2

Logo

é minima na classe F

(b) Considere a distribuicdo N(1/6,1/6%) e encontre o LICR (limite inferior de Cramer-Rao para
variancias de estimadores nao viciados de ¢(f)). Compare-o com o correspondente LICR para a
distribuicao exponencial.

Considere a distribuicao N (1 /6,1/ 02) ,  6>0. A densidade de probabilidade é dada por:
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logpg(x) = —— (:L’Q S > — —log(27) + log 6

2 6 02 2
2.2
1
logpg(z) = —0% + 0x — 5~ log(27) + log 0
1
glogpg(:c) = 02>+ o+ -,

00 6
9* 5 1
Wlogpg(x) - T 2



A informacao de Fisher é dada por:

Entao;
2 1 2 1
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= Var[z] 4+ (E [2])*> + —
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A formula do Limite Inferior de Cramer-Rao (LICR) para variancias de estimadores nao-viesados é dada por:

2 Bz 2
LICR = [391(9))]
Entao
a1

Por outro lado, para o caso da distribui¢ao exponencial no item (a), o LICR foi dado por:
1

LICR, =% =
02

Portanto, comparando os dois resultados, o LICR para a distribui¢cdo normal N (%, 9%) é #, enquanto o LICR
para a distribuigdo exponencial é 9% Logo, o LICR da distribui¢ao exponencial é maior do que o da distribuigao

normal.
Como I(0) da distribui¢do exponencial minimiza a informacao de Fisher dentro da classe F, o LICR correspon-

dente serd o méximo dentro dessa classe.
22. Sejam X1, ..., X, observagoes independentes de X, que tem distribuicao seminormal com funcao densidade

de probabilidade )
92 1/2 A2
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(a) Obtenha uma estatistica suficiente minimal para .



Resolucgao

fla;§) = (i)m exp{—(m_;)?}ﬂ[é,+oo)(x), {eR

oon 1/2 L \2
1o @I (2) " oo { -5 @), cer
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9¢[T(2)] h(z)
g¢[T'(x)] é funcao de £ e X, apenas, pela estatistica, T'(X) e h(x) > 0, logo,
T(X) = (3 zi, X)) = (311 i, X(1)) € estatistica suficiente para &.
— Verificando a suficiéncia minimal
Sejam x, y pontos amostrais do espaco amostral y.

T(x) =T(y) <y € D(x):

D(z) ={y € x: P(y) = P(z) - h(z,y),Y¢ € R, h(z,y) > 0}
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Caso 2) «—

/\

D(z)
() P(z) - hwy)erRh(wy) >0

2 DL S no . _ne?
= 5 e&Zizlyze 2 H{y<1)2§}(y)]1{y(n><oo}(y)

Il ||
/T\ N
3

2 Z 74
) 2 et iz g 5 H{$(1)>§}( )H{z(n)<oo}(m)h(x,y)a h(z,y) > 0,¥§ € R
— 662?:1yi]1{y(1)25}(y) = S 21 ZH{z(l)Zf}(x)’v§ €R
Caso a) Supondo que Y 1" | y; = > i @ e Yy # (1), VE €R
et Xim Yl 26y (y) = ef i a2 (2), Y€ € R =Ty >y (4) = Lip )21 (2), VE € R

Assim, se y(1) < zq) = I € R:yq) <& < z(q) logo, H{y(l)} O0e H{xu)} =1 (Absurdo!)
Por outro lado, se (1) < ya) = I € R: 1) < <yq) logo, Iy, ;y =1elp, ;=0 (Absurdo!)

A indicadora s6 assume dois valores 0 ou 1. Assim, sob condigdo y(;) < § < z(y), § nao teria um valor
correspondente. Idem para z(1) < § < y().

Logo, para que ef2i-1 Yillty ) >e} (y) = et Z?:lxiﬂ{xng} (x),V€ € R,
Yy =2
Caso b): Supondo que Y 1" |y # D i @i e Yy = (1), VE €R

Rt yiﬂ{y(1)2£} (y) = et i xiH{x(l)ZE} (2),V€ e R = €t Yit1Yi — 820 i ¢ e R

efz =1 Y

:}egzl ) 2—1,V§€R

— fLim VLT = ] Ve e R
— fim b ®) — 1 Ve e R
n n
O que s6 é possivel se Z Y = Z T;
=1 =
Caso c¢) Supondo que Y i yi # Yy @i e yay # ), V§ € R

eS8 2im1 yi]I{y(UZf} (y) = R xiﬂ{x(l)ZE} (x),V€ € R. Esta igualidade nao se é satisfeita, pelas justificativas vistas em a) e b)

Logo, (z(1y, 21y 2i) = (Y(1)s Doy ¥i) e
- (Z:CZ’X(I)> )
=1

¢é estatistica suficiente minimal.

Esboce a funcao de verossimilhanca. Encontre o estimador de méxima verossimilhanca de &.

Resolucgao

2 n/2 PR no . ng? .
f(z;€) = <) e 2 egZizl“"’Le_T]I{XmZg}(x)]I{X(n)@o}(x), visto no (x)
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™
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€< Xy = uv = X(



L(E. x)

(c) Encontre o estimador ERM (equivariante por localizagao de risco minimo) de £ sob perda quadratica.

Resolugio
flzi&) = (i)l/QeXP{— ’;E)Q}H{«Km}(ﬂf'), £eR
flai—u) = (fr>/ o { T o) e
flor s — ) 2] (i)l/zexp{—(‘“g“)Q}ﬂ{mw}(m

ﬁ
Il
—

=
=2
G,
B
8
[}
|
o
|
7N\

flz1 —u,x9 —u,...)

Il
N

SIESREIISREEES

f(a:l—u,xg—u,...):<

_ fs(u) uf(zy —u,r2 —u,...)du
- fs(u) flxr —u,x0 —u,...)du
—Xo(owu(%)n/2 eXp{_M}exp{—"(iT_“)Q}du
(x) = g R E
ff((“ (2) /2 eXp{—M}eXP{—M}dU

10



dy — na‘:exp{—

1
——dy + T exp {—
n

n(z —u)

Seja y = exp {

du
Y

dy = [m—c exp {—

= o)\2
dy:m:exp{—n(x w) }du—n,uexp{—(
- 2
2}du:—nuexp{—

2

T —

2
—u)2
2

dy—n(@—u)exp{—

n(z —u)® } du

bau

X 7—u)2
_o(é) U exXp {—%} du

n(z — u)2} e {_n(a: — u)?

T(x) = -
,XO(;) exp {—LIQU)Q } du
_Xo(é) —%dy + Zexp {—771(1;“)2 } du
T(fL‘) = X 7 2
,o? exp {—LIEU) } du
Xy _1 T fX(l) exp {—L’B_“)Q }
T(x) = = + .
,Xo? exp {—Ligu)z } du ,XO(;) exp {—771(25“)2 } du
X _1y4
—oco T Y _
T(x)= P +z
_Xo? exp {—L:E;“)Q } du
T(x) = 2 LD ay
“Wexp {—n(%ﬂ)z} du
1 X
T(.CU)_7— nffoo dy
- _ 2
_Xo(;) % exp {— [_\/ﬁ(;_u)] } du
T(x) = z L7 gy
T) =T —
P o | P
T(e) =3 JEL
€Tr) =
“ e {—Wuzw)] }d
1 X d
T(x) =2 — n ) e
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fdp normal padrao para \/n(u—z)

1 Xy
T(x)=z— Nors n )oY
2 [Vn(Xq) — )]
X
lim dy
T(x) _ j N a—r—0o0 a
w2 [\/n(X) - )]
Em y‘ )
T(x) =7 — R
WG [\/n(X ) - 7)]
—u)2) Ko
lim exp {_n(:v w) }
T(x)=2— S 2 4
V2mn®d [\/ﬁ(X(l) — i’)]
7 X 2 . 2
lim exp{—n(x ) }—exp{—n(x %) }
a——00 2 2
Tx)=2—
(@) =2 V2mn® [n(Xq) — )]
_ = )2
exp {~ X0 i exp {_n<~’ﬂ2a>}
T(x)=2x—
(=) V2mn® [/n(Xq) — )]
T() =5 — — -] o
xTr) = —
V2mn® [n(Xq) — )]
exp {—771@7)((1))2 }
T(x)==
(@) © V2md V(X — a’:)}
exp {_n[ (z— X(l)
T(x) =2 -
 V2md [Vn(X ) — 7))
exp{ n[— I+X(1))] }
Tiz) — 7
(@)  V2md [Vn(X ) — 7))
exp {—711(){(12) & }
T(x) =12 — , que é estimador ERM de £ sob perda quadratica.

V2mn® [Vn(X () — 7))

Este estimador pode ser expresso de varias maneiras, trocando as posigoes dos termos X(q) e 7, devido ao
grau (dois) que é par. No entando a troca nao altera as suas estimativas.

12



25. Seja X = (X, ..., X,,) uma amostra aleatéria de uma distribuicao exponencial truncada
e funcao densidade de probabilidade

e_(x_f)/b
p(z;€) = mwfﬂ €[, +1]; 00 < & < +o0,

em que b > (0 é conhecido.
Seja P = {FP¢, & € R} a familia de possiveis distribui¢oes do vetor aleatério

X = (X1,...,X,) com densidade conjunta

pe(x) = pe (z1,...,2,),0onde @ = (21,...,2,)

ind. T 1 Lo .

1 n 1 n n
N (b(le””)) eXp{_b 2 (z _6)}gf[s,e+u (1)
:;exp ! ix-—ne ﬁ[ (x;)
b (1 — e 1/b)" b\ &="" o [e,e+1] \Li
= —1 1 Y i I < 1)1 >
e P s D_wi—ne| ol (zm < e+ 1)1 (2 =€)

em que b > 0 conhecido.

Note que a tltima igualdade decorre do fato que,

Ieeqr)(@)) =l+=e<z <e+l, i=1,...,n
e<x1,X9,...,Tn < €+1
e<xq) <z <...<xp e+l
é suficiente que

Ty > €exp) < e+ 1, onde () = min (z1,...,7,) € 2@ =max (z1,...,T,)

Logo

{1, x(l)ZEex(n)§e+1

0, caso contrario

HI[E,EJrl} (337,) = I(Jl‘n <e+ 1) I (I‘(l) > E) =
=1

(a)Encontre o estimador de maxima verossimilhanga §(X) de ¢ e verifique que é equivariante
por localizagao.

A densidade conjunta p.(x), quando vista como uma fungao de ¢, ¢ denominada fungao de verossimilhanga
de « e representada por L(€; ), sendo expressa da seguinte maneira.

1 1 [«
L&) = G oy &P {_b (;x —”6) } I(an < e+ 1)1 (zq) > o)
Entao,

1 (a:(n) <€+ 1) I (CL‘(l) > 6) = I[:v(mfl,:v(l)](e)

_J Lisexpqyzeexy <et+l
~ | 0, caso contrario

O estimador ¢ € R que satisfaz
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L(é;x) = sup L(e;x)
e€eR

Este é o estimador de maxima verossimilhanga (EMV) de e. Primeiramente, observe que, para todo b > 0,
temos que b" (1 — e‘l/b)n > 0, uma vez que
1 n
b>O:>—6<0<:>e_1/b<60<:>1—e_1/b>02>b”<1—e_1/b) >0

Assim sendo,

1 n

NN 1 o I
L&) igﬂgeXp{ b <Z1 i ne)} [ —1) ()
1=

Assim, podemos notar que, para € € [x(n) -1, x(l)], verifica-se que

TR T ) I

Consequentemente, L£(e; ) é uma fungao estritamente crescente em relagdo a € no intervalo [l‘(n) -1, x(l)]
Assim, o EMV de € satisfaz que

pois

sup L(e;x) = sup  L(gz) = L (z); @)
e€R EE[IE(n)—Lm(l)]

A seguir, demonstraremos que este estimador é equivariante por localizagdo. Para isso, considere a € R, e
observe que

(X +a)=min (X +a,Xo+a,..., X, +a)
=X ta
=0X)+a

(b)Obtenha o estimador de Pitman de { (estimador equivariante por localizagao de risco mimimo
sob perda quadratica). Verifique que, de fato, o estimador que encontrou é equivariante por
localizacgao.

Observe que X = (X1,...,X,) é um vetor de variaveis aleatérias que pertence a uma familia de distribui¢oes
de localizagao com densidade conjunta

pe(x)=f(x1—€...,2y —€), comx = (x1,...,2) € [c,e+ 1]";e€Re

1 1 [
f(xl—e,...,xn—e)zm(l_e_l/b)nexp{—b (;xl—nt—t)}

Considere a fungdo de perda quadratica L(e,5(X)) = (6(X) — €)?. Assim, o estimador equivariante por
localizagdo que minimiza o risco é o estimador de Pitman ¢*(X), tal que

14



fm() uf (r1 —uy. .., Ty —u)du

T 1
0" (x ()
@)= fm((nl)) e —wu,. ..,z —u)du
e f(zx1 —u,...,x, —u) assume a forma a seguir
( )= e (Y 1 (w)
flry—u,...,xp —u) = ™ (1 - efl/b)n exp —3 sz —nu [y~ Ly (&
_ 1 n n (u)
b (- /)" m P x’ 5 Mo —taa)

1
T (1)t P { Z x’} P { } Ty -1.2) ()
n 1 1
- P {Eu} Ty —1.a)] (W) b (1 — e 1/0)" P {b Z $Z}

Assim, a partir da equacdo 1, obtém-se o estimador de Pitman como;

::((1;_1 U exp {%u} h(x,b)du
0 (x) = —&
(@) x((nl))_l exp {%u} h(x,b)du
Z(1)

2y 1uexp{%u} du

e (Fu}du

A integral do numerador seré resolvida utilizando o método de integracdo por partes.

w:uedv:exp{%u}idw:duev:%exp{%u}

(1) x(l) (1)
uexp{ }du— wol, ) — vdu
T b Tipy—1

(m)—1 (n)

T(1) b n (1) b (1) n
/ uexp{b }du:ufexp{gu} —/ exp{gu}du
b n "o b (b n |[*®
—uve (a2 (D) ew {fu)
b )|, _; mn\n b ),
(n) (n)
b n [*® b\ 2 n oy
R P {Eu} L <n> P {Eu}
x(”) LB(n>—1
b n b\ "™
= Do { ) (u_ )
b ") -1

oo (a0 2) oo a0} (-1 2)]

Por outro lado, a integral do denominador é calculada da seguinte maneira

/5’3(1) exp {%u} du = %exp {%u}

(ny—1

Z(1)

Ty —1
- Lo (oo} - Lo (5 1)
2 oo} o (3 - 1})

15



Entao, temos que

lexp {5 X0} (Xy = 5) —exp {§ (X — D)} (X =1 1)]
Hlexp {3X 1)} —exp {} (X — 1) }]

exp {3 X} (X = 2) —exp {F (X = 1)} K = 1-3)

5(x) - &

* ) —
(X)) =
X exp (3X (0] —exp {3 (X~ 1))
Seja a € R e note o seguinte
e (30X + 0} (X + a)y = &) = exp { (X -+ )y = )} (X + )y 1= )

5*(X +a) = exp {2(X +a) 1)}_exp{f(X+a)() 1)}

exp{ ( —i—a)}(X(l)—i-a—f) exp{ ( —I—a—l)}(X +a—1—7)
exp (8 (o) 2] e (3 (X 2 1]}
exp{ X1)+ab}( +a—7)—exp{ Xn)+ab ”}(X —i—a—l—f)
exp{X —i—ab} exp{ Xy +ay — %}
exp {3aexp {350} (X0 +a - ) — {exp fa}exp {3 (X — 1)} (X +a -1 2)
exp{ a}exp{ X } exp{ a}exp{ (X(n )}
ZW[GXP{%X<U}(X(1>+@—%)—exp{z(Xm) D} (X +a-1-7)]
exp{a} [exp {5 X} —exp {§ (X — 1
_exp {3Xw} (X - 3) —exp {§ (X — 1)} Xy —1- )
exp {§ X} —exp {§ (X — 1)}
aexp {$ Xy} —aexp{f (X — 1)}
exp { Xy} —exp {F (X — 1)}
=0"(X) + a,Va € R.

Onde min (X1 +a,..., X, +a) = (X +a)q) = Xq) +a. Assim, o estimador 6*(X) ¢ equivariante por

localizacao.
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Questao 26 Seja X = (X1,...,X,) com fungdo densidade de probabilidade

1
fX(x;T):7f(ﬂ,...,ﬂ), x=(r1,...,2,) E R";7 >0
T T T

,em que f é conhecida e 7 é um pardmetro de escala desconhecido. Considere o problema de estimar 77,
r > 1, inteiro. Dizemos que um estimador §(X), tal que §(z) > 0 para todo = € R", é equivariante por
escala se §(bx) = b"(x), para todo b > 0 e todo x € R™. Considere a fungdo de perda L(7,d) = [(d—7")/7"]>.

(a)

Mostre que o risco R(7,6(X)) de qualquer estimador equivariante por escala §(X) é constante.

Seja U = (Uy,...,Up,) v.a. independentes, tal que X 4 TU, 7 > 0. Entao o risco R(1,d(X)) é dado
por,

R(7,6(X)) = E-[L(1,6(X)]
'(5(}(): Trﬂ

)
(T‘S(?_T> ] ,usando o fato que 8(+) ¢ equivariante por escala

= By |(6(U) - 1)?]

Como podemos observar, o risco R(7,6(X)) é constante.

Seja dp(X) um estimador equivariante por escala. Mostre que um estimador 6(X) é equivariante por
escala se e somente se 6(x) = dp(z)/v(x), em que v(x) é tal que

v(cx) = v(x) > 0, para todo ¢ > 0 e todo z € R". (2)

Mostre ainda que, se z, # 0 e n > 1, uma condi¢ao necessaria e suficiente para que v(x) satisfaga (1) é
que exista uma func¢do w(y) tal que v(x) = w(y) em que y = (z1/|xnl, ..., Tn/|2n|).

Para a primeira parte da questao temos:

Provando (=): Supondo que §(X) é equivariante por escala, entao

d(cx) =c"0(z),Ye>0,Ve e Rer>1

Pelo que foi definido no enunciado, seja do(X) um estimador equivariante por escala, v(czx) = do(x)/d(x)
e v(cx) = v(z) > 0, para todo ¢ > 0 e todo x € R", entao

_ bo(cx)  c"oo(x)  do(x)
vler) = Sy = do@) - o)

Assim, §(X) = 0p(X)/v(x).

Provando (<=): Se o estimador §(X) pode ser escrito como §(X) = do(X)/v(x), sendo dp(z) equivariante

por escala e v(cz) = v(x) > 0, para todo ¢ > 0 e todo x € R", entao,

do(cx) _ c"oo(x)
v(cx) v(x)

= v(z), para todo ¢ > 0 e todo z € R"

o(cx) = = c"0(z), para todo ¢ >0 e todo z € R"

Logo, 6(X) é equivariante por escala.

Para a segunda parte do item, temos:

Provando (=): Se v(cz) = v(z) > 0, para todo ¢ > 0 e todo x € R", ent@o se utilizarmos ¢ tal que
c=1/|zpl,n >1ez, #0, entdo

o(z) = v(cx) = v <|xln|w> — v (@@) — v (éz,) _—
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em que y = (z1/|xn|, .oy Tn/|2n]).
Provando (<): Se existe uma fungao w(y) tal que v(z) = w(y) em que y = (z1/|zyl, ..., xn/|zn|), entao,
paraVe>0ex € R

vler) =ulen) = w (2 ) () — () =)

e
lcxn| ey ||

(c) Seja 0p(X) um estimador equivariante de risco finito. Mostre que o estimador equivariante de risco
minimo de 7" é dado por

em que Y = (X1/|Xnl, ..., X0 /| Xnl)-
Como visto anteriormente, R(1,5(X)) = E1[(6(X) — 1)?], 7 > 0. Assim,
R(1,6(X)) = E1[Ea[(6(X) = 1)*Y = y]]

<50(X) - 1)2 Y =y ]

() -

(S50 v,

=FE | B

- I

:/E1

_ / P(80(X), w(Y))dPi(y)

Eq

Assim, encontrar w*(y) que minimize a fungao de risco R(1,6(X)) é equivalente a minimizar o integrando
para cada y. Dado que, como enunciado, dy(X) tem risco finito,

2
p(00(X), w(Y)) = Ey (M) Y=y

w(Y)
1 2
= L [0 —w ()Y =y
= e (B [0 ¥ =] =281 (o) ¥ = 9]+ B [(w(0)? Y = v])
1 2
= B (oI =y = LGS B () IV =)+ 1
Assim,
Op(0o(X), w(y)) _
dw(y)
& By [PV =y ] + B [R0(X) Y = 4] =0
(w () (w ()
2 2 ] 2 _
& a2 (GO IY =] = s B () Y =)
LB [Ge))? Y =y
S = TR B Y =)
Logo, w*(Y) = %. Desse modo, o estimador equivariante de risco minimo de 7" é dado por
ey 00(X) Eq[60(X)|Y]
T m T ERomT

em que Y = (X1/|Xnl, s Xn /| Xn)).



(d) Considere a situagio em que (Xi,...,X,) é uma amostra aleatéria da distribuicdo N(0,72), 7 > 0.
Encontre o estimador equivariante de risco miinimo de 72. Sugestdo: usar o Teorema de Basu.
Seja a distribui¢ao conjunta de X = (Xy,...,X,) dada por

N2 . e
com f (%,,‘”7") = WGXP{—%Z?ﬂ (%) } Assim, como podemos observar, a distribuicao

pr(x) pertence a familia de escala. Além disso, a distribuigao p-(x) pode ser escrita como

1 — T\2 n 1 L
pr(@) = exp {—2 > (%) - 21og<f2>} Gz Ll (e

1= ;

= exp{nT(x) — A(n)}h(z)

em que = 5l T(X) = Y7, X2, A(n) = 3log(r2) = 1o (—2 ) e h(x) = grbs [T L) (1),
Como o espago paramétrico de n € (—o00,0) contém retdngulos unidimensionais abertos, a familia é de
posto completo, logo, a estatistica T'(X) = Y. ; X? ¢ suficiente e completa.

Considerando o estimado dp(X) = T(X) = Y. | X2, temos

n

So(bz) =Y (bx;)* =b* Y af =b(x), b>0
=1

i=1

Como dp(z) > 0,Vx € R™, por definigdo o estimador dp(z) é equivariante por escala.
Com base no item anterior, podemos obter o estimador equivariante de risco minimo de 72 com

E1[do(X)|Y]
(X)) =600(X)
) =0 E @)
em que Y = (X) = (I))&I"' o |§Z|> tal que  # 0 e n > 1. Observe que, sendo b > 0,
Y = $(bX)
B < bX1 bX, >
[bX,]" 7 [0 X,]
[ Xn|" 7 [ Xl
= p(X)
logo, Y = ¢(X) é invariante por escala, sendo fungao do vetor aleatério X que tem distribuigao em uma
familia de escala, portanto, Y = (Y7,...,Y},,) é uma estatistica ancilar. Como dp(X) é uma estatistica
suficiente e completa e Y é ancilar, pelo Teorema de Basu, dyp(X) é independente de Y.
Para r = 1, as v.a. X, sao independentes e distribuidas segundo N(0,1), ¢ = 1,...,n, entdo Z =
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> X2 ~ x2. Assim, o estimador equivariante de risco minimo de 72 é dado por

B,
-3 B

> (Vari(X;) + Ef X))
B ZXQ %/arl(Z) + EZ[ZI])

_Z 2Zzll+0)

(2n + n?)

n
:E X2
; ' 2n + n?
=1
1 n
- X2
24—11Z !

i=1
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27. Seja X = (X4,...,X,) com funcdo densidade de probabilidade conjunta

Ln

1
fT(X;T):7f<E,..., ),w:(xl,...,xn)ER”,T>0
T T

T

em que f é conhecida e 7 é pardmetro de escala desconhecido. Considere o problema de estimar 7, r > 1,
inteiro. Dizemos que um estimador §(X) é equivariante por escala se §(bX) = b"0(X), para todo b > 0.
Pode-se mostrar que o estimador de Pitman de 7", dado por 6*(X) sendo

5*(X) B fooo Un—i-'r—lf (’1)3317 B ,’UfL‘n) dv
= fooo Un+2r71f ('le, e an) dv

é um estimador equivariante por escala de risco minimo sob perda [(d — 7")/77]%.
(a) Mostre que, de fato, o estimador 6*(X) é equivariante por escala.

Resolugao

5*(bX) . fooo fUTLJrrflf (bvxl, .. ,bv:rn) dv
= fooo pnt2r=1f (bvxy,. .., bvxy,)dv

Sejabv:k@v:%,bdv:dkzv:d—:,b>0

BT f (ke ks, Ky 9
) (e, ks ) 2

g Jo KT (ka, ko, . k) dk

WL% Jo S k2= f (kxy, kag, . k) dk

s JoT kML (kay ko, k) dk

b"% JoS k2=t f (kwy, ko, . .. kay) dk
ot [l f (kg ks, k) dk
b [ R L f (kg ks, . k) dk
S kT f (ko kg, k) dE
JoS k2=t f (kwy, ks, . .. kay) dk
_ fooo Entr=Lf (kxy, kao, . .. kx,) dk

Jo~ k2= f (kwy, kao, . .. kay) dk

=0"6"(X),b> 0, = (z1,...,2,) € R"

(bn+2r—n—r)

Logo, o estimador 6*(X) é equivariante por escala.

(b) Obtenha o estimador 6*(X) de 7" para a situa¢do em que X é uma amostra aleatoria da distribuigao
exponencial de média 7 > 0.

Resolugao

Seja X = (X1, ...,X,) com fungdo densidade de probabilidade conjunta

1 T Tn, _ n
fT(X,T)fT—nf<7,...,—>,wf(xl,...,xn)eR ,7>0

T

em que f é conhecida e 7 é pardmetro de escala desconhecido.
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Considerando fr(x;7) uma distribuicao exponencial de média 7 > 0, tem-se:

1 1
fr(z;T) = ;exp {—T} 0,00y (zi), 7> 0

ind =
FX57) B (1) (20) To,00) ()
i=1
- le ——2; 5 L o0 (22)
= L Xp xl (0,00 (i
_i IS, g I
=Py sz (x>0} <0}
_ 1 T Ty
_Tnf(T,..., 7_) 7>0
1 n
Se fr(X;7) = T—nf <%,,%> , = (x1,...,2,) € R", 7 >0,
. JoS oMt (v, va,) do
(X)) = I3 v t2r=1 f (vay VT, dv
0 Yoy n

Entao, para a nossa fistribuicao tem-se:
5(X) = OOO vl exp {(—v Y0 @i} do
foo ot —lexp{—v) " z;}dv

n+r—1
fO < zl 115”1?;)) exp{—v Z?:l x;} dv

00 20 n+2r—1 n
fo (%) exp{—v) i, xi}dv

i=1Ti
[e’s) n n+r—1 n n
fo (Zi:l T;v) - exp {—v Zi:l T} an z; d(v Zi:l ;)

5 (X) =

1 n+r—1
it xl)

* fo ?1xz)n+r 1eXP{ vy g zipd (vl w)
0" (X) =
X Z ) fo ?1 )RHT 16XP{ UZZ (it d(v Zz 1 i)

n+2r—1 -2 — n
(Z?:llwz) fo z 11’1 ) 2 leXp{ Uzz 1%} Z” d(UZi:I ;)
0 = (s ) e e S s )
i ¥ 27 I ?1% )P exp {0 S, wi d (00 )
5*(X)=< 1 > S a)™ T  exp (o Y0 @} d YT, @)
> im1 T fooo 2= 1xi)n+2T_leXp{—U i zitd (v, i)

=1

0"(X) = (Z:cl> Iw, I'(a) :/0 t* te~tdt, aqui, t = UZ%’

Assim, o estimador 6*(X) de 7" para a distribuigao exponencial é:

(X) = (Z xz> 1}1((7;1_127;,)),7“ >1
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(c¢) No contexto do item (b), encontre o estimador nao viesado de risco minimo de 7" considerando a perda
dada acima.

1 1<
fr(X;7) = — exp {_T Z%} Lixay >0} ox <oo}
=1
1 1 —
fT(X7 T) - eXp {log <T”> } eXp {_T Z xl} H{X(1)>0}H{X(n><oo}
=1

= exp {—71_ Zmz - nlog(T)} H{X(1)>0}H{X(n)<00}
=1
= exp{nT'(z) — A(n)}h(z)

onde,
T(X) =X Xin=—1
Alm) = nlog(r) =n (~3)
@) =Tx >0 x() <00}
n € R™. Este espago paramétrico contém retdngulos unidimensionais abertos e tanto o pardmetro candénico

n e a estatistica suficiente 7'(X), nao satisfazem as restri¢oes lineares. Como consequéncia, f(-) pertence a
familia exponencial de posto completo.

Pela justificativa acima, T'(X) é estatistica suficiente completa para .

—> Funcao de perda

Seja L(1,d) = (d;fT)Q ,7>1ed=0(X), a fungdo de perda quadratica e estimador de 7 respectivamente.
Esta funcao é quadratica e tomando d como o estimador de 7 que minimiza a fun¢ao de perda, como seu
coeficiente é positivo, quando representanda graficamente a L(7,d), serd uma parabola voltada para cima,
em que d vertice representara o valor do estimador de 7 que minimiza a fun¢ao de perda, ou seja, esta funcao
sera estritamente convexa.

dL(r,d) 2 (d—7" d*L(r,d) 2 -0
d(d) — Tr ’ dd> %
, esta funcao tem um estimador d que a minimiza.
=— Estimador nao viesado de risco minimo sob perda quadratica
Como X; ~ e%,T >0,i=1,...,n<= X; ~Gama(l,1/7),7 > 0,i=1,...,n.

T(X) =) X;~ Gama(n,1/7), X; sio iid

i=1
BT = [t g E LT
_ Tln+r) [, 1
=0T = 1 e
B Cin+r) o 1
EP(T)] = I(n)T'(n + 2r) / e { T }
1

E[5(T)| = an(l;b(ﬁﬂ?nﬂ - / <7Tt>r+n | exp {_it} Td (i)
B = TI;(l?(:);)(ZT;) /ooo (D*” o {_it} B (i>
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E[5(T)] = 71;(&;);)??2;) /ooo <t>+1 o {_it} ™ @
s g [ () e 21(0)

funcao gama

C(n+r)r"
E0T) = =————=T
0@ = Tyt 2
2(n+r)r"
BB = -t T
I'(n)['(n+ 2r)
Assim,
I'(n+2r)I'(n)
o(T) = (T
(T) = oy 8 ()
I'(n+2r)I'(n) iiﬂ L(n+r)
2(n+r) — Y] T(n+2r) —
_ x| ,r>1
Cn+r) P
— F(n) T7 r Z 1
I'(n+r)
Observa-se que E[§(X)] = 7",V7 > 0 e r > 1 e como descrito acima, a fungdo de perda é estritamente
convexa em relagdo a d. Assim, 6(T') = FEEZ)T) (>-ma)",r > 1, é estimador nao viesado de risco minimo,

pois, sob perda quadrética o estimador de Pitman é admissivel.
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