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Questao 2 Seja (Xi,...,X,) uma amostra aleatoria de X, que tem distribuicdo geométrica com funcao de

probabilidade
f(z|0)=6"(1-6), z=0,1,...; 6€l0,1).

Considere o problema de estimar 6. Obtenha (i) o estimador de maxima verossimilhanca; (i) o estimador do
método dos momentos e (iii) o estimador de Bayes com respeito a perda quadratica tomando uma distribuigao a

priori uniforme no intervalo unitério.
Para (i), a fungao de densidade conjunta é dada por

L(0,x) = Hexi(l = 0) o, (zi)
=1
= 02= " (1= 0)" [ [ Lon,..y ()
=1
o 9= 71 — G

O logaritmo da fungdo de verossimilhanga é

1(0,z) = Z::L'Z log(6) + nlog(1 — 0)
i=1

Assim, obtemos o EMV de 6, fazendo
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Para (ii), temos que p = % em; = #, logo, obtemos o estimador pelo metodo dos momentos fazendo,
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Para (iii), temos a distribuigdo a priori é dado por © ~ U(0,1)
m(0) = 1,1y (0)

a funcdo de perda ¢ L(0,d) = (0 — d)?, e
n
f(|0) = 02=17 (1 = 0)" ] T01..y (x2)
i=1

Assim, a distribui¢ao a posteriori de 0 é
m(6]x) = m(60) x f(w]0) oc 9217 (1 = 0)"I(g1(6)
Assim, ©|X =z ~ Beta(}_ " ; z; + 1,n + 1) Logo, obtemos o estimador de Bayes, fazendo

Z?:l Xi+1 _ Z?:l Xi+1 (1)

0= -
Ol X+ )+ (n+1) S, Xi+n+2

1) Suponha que, dado 6, X1, ..., X,, sejam variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas tal que
Xi|0 ~ U(0,0). Considere a seguinte distribuigao a priori para 6: % ~ Gama(a, b), com a,b > 0 conhecidos.
(a) O estimador de Bayes de 6 sob perda quadratica é dado por é(X(n)), onde X(,) = max(Xy,...,Xy), e

i) Jy 0 grarr exp (—g5) dO
Yy) = 0 .
S, graer exp (= g;) do

Solucao:
O estimador de bayes sob perda quadratica é dado por

9A(0|m)d9:/ o209 4

(ki) = BN =] = [ w0 @

5(0)

onde A(0]X) é distribuicao posterior de 6.

1 —a—1 1 1
MO = Fa? "o <be> ¢ pX=alf)=gloo(@), €000
iid 71 1 1 1
p(z|0) =[] gloo) (@) = 2ol <0 (@) = 5oliess 3 (2)
i1



p(6,216) = p(al6) x A(6) = ;. x F(;)ba T exp <—;9)H{0>w<n>}(x>»
= 5 > r(;)ba e <_b19>]1{9>“<">}(x)’
= ein x F(i)ba e <_b10>]1{9”<">}(x)’
— Qi” F(;)b“ —~lexp <—b19>]1{9>ac(n)}( )s
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Assim,
0, x|0
0(X(n)) = E[0]X = 2] z/ eA(ela:)dez/ ,PL0: 0)
5(0) s q(=x)
Js0) Op(0, |0)d6
- ) 0 c(x n), OO
q(x) ((m)>20)
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- g(@)
e, O X s 0 exp (<) O
Sy e X et oxp (—35) 0
f;(i) 0 gz exp (—5g)d0
fzo(i) gt X exp (—)do
Assim, considerando X(n) =y, tem-se:
oy Ogmwarr exp (—g)d0

0(y) =

J;" g X exp (= 55)do
(b) Mostre que 6(y) pode ser expresso como

P 1 P [Xg(n+afl) < %] .

(y) = :
b(n ta- 1) P |:Xg(n+a) < %}

Solucao: Seja,
2 2
0=— df = ——
’ b2

d
bz v

RS (x(n), OO)
RS (Jj(n), OO)
0 c (x(n),oo)

0 € (z(n), 00)

Sabe-se que 0 € (y, 00). Se@zysetem:9:%:>y:%<:>w:%<:>96(%,oo).



Assim,

Sabe-se Gama (”3
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3. Prove ou dé contra-exemplo.
(a)Se um estimador minimax é tinico, entao ele é admissivel.

Resposta: Verdadeira.

Demonstragao:

Considere 6*(X) como um estimador minimax Gnico. Vamos supor, por contradi¢ao, que ¢* nao seja admissivel.
Dessa forma, deve existir um estimador alternativo ¢’ que domine §*, ou seja, R(6,9’) < R(6,*) para todo 6, com
desigualdade estrita para pelo menos um valor de 6. Assim, podemos afirmar que:

sup R(6,0") < sup R(6,5").
0eq) e

Por outro lado, como 6*(X) é minimax, ele atinge a menor cota superior para supgcq R(¢,0(X)), resultando

em:

sup R(0,8 (X)) < sup R(6,5*(X)),

0eQ2 0eQ2
sup R(0,6' (X)) > sup R(6,5*(X)) = inf sup R(0, 5(X)).
0eQ 0eQ 5 9eq

Combinando as expressoes anteriores, concluimos que:

sup R(0,6' (X)) = sup R(0,5*(X)).
0eQ 0eQ
Nesse caso, ¢’ também seria um estimador minimax, o que contradiz a hipotese de que 6* é tinico. Portanto, se
um estimador minimax §* é tnico, ndo pode haver outro estimador que o domine, o que implica que §* & admissivel.

(b) Um estimador minimax nao pode ser nao viciado.

Resposta: Falsa.

Vamos apresentar um contra-exemplo, definindo um estimador § que seja minimax e nao viciado.

Considere X1,...,X, como uma amostra aleatéria de uma distribuicao de Poisson com média A > 0. Se
assumirmos uma funcao de perda da forma %(d — )2 e uma distribuicio a priori Gama(a,b) para A\, com a =1, o
estimador X é minimax para A (conforme demonstrado no exercicio 10 da Lista 4). No entanto, este estimador é
nao viciado, pois

_ 1 & 1
E)\[X] =~ > E\[Xi] = —nA =2, YA>0.
=1

(c)Se um estimador tem risco constante e é admissivel, ele é minimax.

Resposta: Verdadeira.
Demonstragao:
Seja 6*(X) um estimador com risco constante para 6, ou seja,

sup R (0,0"(X)) = R (0,67 (X)) (*)
0e2

Além disso, suponha que §*(X) seja admissivel para §. Assim, para qualquer outro estimador ¢’ temos:

R(6,5*(X)) < R (0,8 (X)), VoeQ,

com desigualdade estrita para algum valor de §. Com base na igualdade de acima (*), podemos reescrever isso
da seguinte maneira:

sup R (0,6%(X)) < sup R (0,5 (X))
0eQ 0eQ

Portanto, temos que:

sup R (0,0%(X)) = infsup R(0, (X))
0eQ SY)

ou seja, 6*(X) é um estimador minimax.



(d)Se um estimador equivariante por localizagao de risco minimo é admissivel, ele é minimax.

Resposta: Verdadeira.

Demonstracao:

Seja X = (X1,...,X,) uma amostra aleatoria cuja funcao de densidade é dada por:
flea—0)=f(x1—0,...,2, — 0), 0€R,

onde f é conhecida, 6 é um parametro de localizagdo nao especificado, e * = (z1,...,2,). Considere um

estimador 6(X) que seja admissivel e equivariante em relagdo ao parametro de localiza¢ao 6. Em outras palavras,
d(x+0) = d(x) + 0 para todo 8 € R e ¢ € R". Além disso, assuma que a fungado de perda seja invariante sob
translagoes: L(0,6(X)) = L(0 + a,6(X) + a),Va € R.

Definimos U = (Uy,...,U,)’, onde U;, i = 1,...,n, sdo variaveis aleatorias independentes com distribuigao
fixa F'. Podemos entao expressar X como:

X2U+0, 0cR

Vamos denotar a fungao de risco associada ao estimador §(X) como R(#,5(X)), que pode ser escrita da seguinte
maneira:

Na segunda igualdade, usamos a propriedade da familia de distribui¢es invariante por localizacao; na terceira,
usamos a defini¢do de equivariancia do estimador; e na quarta, usamos a invariancia da funcdo de perda. Assim,
a fungdo de risco nao depende de 6, ou seja, o risco do estimador § é constante em relagdo a 6. Portanto, pelo
resultado do item (c), concluimos que 4 é um estimador minimax, ji que possui risco constante e é admissivel (por
hipotese).

5. Suponha que, dado 6, Xi,...,X,, (com n > 1) sejam variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas com densidade
f(z]0) =exp(@ —z), = >86.

Considere que a distribuigao a priori para 6 seja exponencial padrao, ou seja, 7(0) = exp(—6).
Encontre a densidade a posteriori de 0 e o estimador de Bayes de 6 sob perda quadratica.
Solucao

f(z|0) = exp {0 — 2}y ) ()
f(z]0) ‘nd H exp {6 — xi}ﬂ(a,oo)(xi) = exp {

=1

AO) =exp{-0}, 6>0

NE

(0 - xl) }H{x(1)>9}ﬂ{$(n)<00}(x)
i=1

NE

p@wﬂ9)@§AW)xj(%W)=<Mp{—9}xexp{

Cp(0.xl9)  fllo) x AO)
e

d@=£@maﬂ@w

(0 — xi)}H{m(1)>0}ﬂ{r(n)<oo}(x)

(3

Il
-

q(z) = /(0) exp {—0} x exp {2(9 - xi)}H{x(l)>0}H{x(n)<oo}(x)d97 0>0

i=1



n

q(z) = /(9) exp {—0} x exp {Z(@ — xi)}H{km(l)}ﬂ{x(n)@o}(x)d@, 0>0

i=1

(1)
- / exp {0} x exp {nf — nz)}do
0

(1) 1
= / exp {—0} X exp {n@}en—fdG
0

1 (C
=— exp{—0 + nf}do
e Jo
1 Z(1)
= — exp{(—1+n)f}do
e Jo
1 ey 1

= exp {(—1+n)0}d((—1+n)6)

et Jo (n—1)

1 v
== m exXp {(*1 + n)@}’()( )
1 1
= go ) P =D} - S
1
_p(0,x|0)  f(x]0) x A\(9)
MR =" =T @
AO|) = exp { =0} x exp {37721 (0 — ) Mz >0y [z () <00} (2)

m [exp{(n — Dy} - 1]
exp {—0} x exp {nf}
N m [exp{(n — Dy} - 1]
_ (n—1)exp{nd — 0}
exp{(n — Dz} -1
_ (n—exp{(n—1)9)
exp{(n — 1)z} -1

—> Estimador de bayes sob perda quadratica

5(z) = E[O]X] = /(9) 6A(0])d8
_ [f® (n—1)exp{(n—1)6}
oz) = /0 0 exp{(n —Dzmy} -1 df
1 (1)
O (TR /O O(n — 1) exp {(n — 1)0}d0

Sejau=6, du=df edv=(n—1)exp{(n—1)0}do

= v = n — ex n — :(n_l) ex n — n — = eX n —
v=[av= [ =Dexp{n—1o3as = F=3} [ exp{(n=10}a((n — 1)0) = exp {(n = 1)0}

o) = exp {(n — 11)30(1)} -1 _0 exp{(n = 1O}, - /om) p{(n - 1)9}(19}
" exp{(n— 1l)ar(l)} -1 be}(p{(n — DO, - (ni 1) e {(n = 1)9}}5“)]
T e [P0 e (= D} = g e (= D) = (g )|
- = 11)%)} 1 [Fes {(n - Do) - ﬁ (exp {(n— Dz} — 1)}
_zq exp{(n —Dzn)} exp{(n —1Dzy} -1
exp{(n—Dzmy} -1 (n—-1)(exp{(n—1zm}-1)
_zgyexp{(n—Dzw)} 1

T exp{(n-Dzm}-1 (n-1)



Assim, o estimador de Bayes fica:

X - 1X
5(x) = W exp{(n-DXup} 1
exp{(n-DXn}—1 (n—1)
8. Seja X = (Xi,...,X,) um vetor de n variaveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas segundo uma distribuigao N(0,0%). Considere o problema de estimar ¢ com a

funcao de perda L(o% d) = (% — 1)2 = (d_g#. Considere uma distribuicao a priori Gama(a,b)
para 0 = 1/(20?) com densidade

0
g1 exp{—g}, a>0, b>0.

Considere X |0 ~ N(0,0?). A fungdo de densidade condicional é dada por:

f(]0) =

1 2
5 €xXp (_M(x) > I(foo,oo)(x)
a densidade conjunta da amostra x, condicionada a €, pode ser expressa por:

F(x | 0) = (r)"20™2 exp <_9Zx§> T 2= o000y (2)
=1 =1

Considere uma distribui¢ao a priori para 6 pertencente a familia Gama, Gama(a,b), onde a > 0 e b > 0, cuja
densidade é dada por:

2mo

Assumindo 0 = 2%,
g

_ 0
7(0) x ¢ Lexp <_b) I(Om)(ﬁ)

Assim, a distribuigdo a posteriori de 0, denotada por 7(6 | &), é proporcional ao produto da verossimilhanga
pela priori:

70 ) x f(x|0)w(h) x 0™/% exp <—0§;x?> 0% Lexp (—Z) T10,00)(0)

o 9(”/2+a) 1 exp (—0 (Z 3322 + b)) I(O,oo) (9)
=1

Portanto, 6 condicionado a X = x segue uma distribuicdo Gama, ou seja:
n 1 -1
n 2
0| X =x ~ Gama 5 Ta (21}2 +b>
1=

(a) Encontre o estimador de Bayes de o?.

Considere a fungao de perda

—o2\?2
L(c%d) = <d . ) = (Ué)Q(d— 0?)? = w(o?) (d—g(UQ))Q, Vo2 >0

onde g(0?) = 02 e w(o?) = (0—12)2 Dessa forma, o estimador de Bayes da(X) é dado por:



5 pu—
al@) Elw?) | X ==
E|(%)0*| X =al
- 2
E[()*] X =<
_ B3| X =2
Var [ | X]+ E? [ 5| X =
Como 6 = ﬁ, temos que 0—12 | X = x ~ Gama (% +a,2 (Z?Zl z? + %) ) Assim, segue que:
_2(5+e) n n o1
1Tt 2(5+a) D1 Ti T g
6A(.’1:) - 2 = n n = n
4(2+a) 4(2+a) 4(5+a)(1+5+a) 2 (142 +a)
(Tiaett))”  (Siety)] ey

. . . . S X2
(b) Mostre que o estimador minimax de o? & e

Considere uma sequéncia de distribuigoes a priori Gama (ay,b) para 0, com k > 1 e ag k2% . Sendo que

a > 0 e b > 0sao valores arbitrarios, pelo resultado do item anterior, o estimador de Bayes utilizando essa sequéncia
de estimadores é dado por:

XL X+

ow(X) = 2(1+ 2 +a)

e o risco associado a esse estimador é:

R 00X) = B [ s (300) — )

1 1 [ 2
=53 5 2n04+< 202—2ak02>
@) 4(1+2+ap)° |
1 1 [ 2
T (022 4 (1+2+ ak)2 2 ( -2 ak))
2 L
1 1 [ 1 4
— . 2 4 - _ = 21 4 221 2
@ 41+ +ra) Ll T e Ut e+ a)
— : — — Zo2(1 2n +4(1
L 4(1+%+ak)2 E ba( +ag) + () (2n +4(1 + ai)?)
1 1 4 1
= ——(1+ar) - —+2n+4(1+a 2]
4(1+%+ak)2 [(502)2 b( ) o? ( *)



O risco de Bayes do estimador d;(X) é dado por:
r,=E|[R (02, or(X))]

_ 1 [1E [1] B [12] At (2n—|—4(1—|—akz)2)}

4142 +a)” 1P [(0?)? o] b
1 1 4

= — (dapb® + 4a20?) — 2axb- —(1 +a) + (2n+4(1 +a 2}
1

= ———— [+ @) — 200+ ap) + 5+ (1 +ar)?]
(1+3+a)

Assim:

1+22 142 n+2

Tk

Por outro lado, considere o estimador 6™ (X) = H%FQ S X2, cujo risco &

1 < 1 < 2
X2 E X2 — 52
Sk« ()

_ 1 _"(E[Xf]_E2[X12D <n2E[X12]—02>2]

R (0%, 6M(X)) = L var (

@7 | +2p
1 [ 2not no? 2
"0 2P <n+2 _“2> ]
1

= o et ]
1 1
" (022 (n+2)2 20tn+2) =

2
n+ 2

Portanto:

r=R(0*6"(X)) = sup R (o, 6" (X))

o2

Assim, ¢M(X) = ni“ S . X? é um estimador minimax de .

22. Sejam Xi,..., X, e Y1,...,Y, amostras aleatérias independentes das distribuigoes N (puz,02) e N (py, 05),
respectivamente; onde i, € R, € R,02 > 0e 05 > (0. Considere o problema de estimar A = 1, — 1, sob perda
quadratica.

(a) Mostre que A =Y — X é um estimador minimax de A quando o, e oy sdo conhecidos; com

n
Sn
=1

S

1 m
mi:l

Solucao

10



Seja, 0 = (pz, pty- 0 risco do estimador de Bayes A, pode ser descrito por:

=Var [(Y = X

2 Var [¥] + Var [X]
2 2

e U—X, m,n >0
m n

A ftg, fty) ind Az )A(py),  em que A(fy) € A(py) sdo priores (marginais) normais

oo [ gyt — )} oxp (g — )

Pl s ) o< 05D (=57 (2 = 1)) - xp {50 )’}

m

n
p(a, ylux,uy)txexp{—fz — 112)%} - exp {— 022
T =1 Y =1
1 n
P, Y |t 11y) 207 - — )} exp {=55 > (i — )’}

‘El\')
-
Il
—

Az, oy |2, y) o< p(, Y [ y) Afhy fhy)

1 & u 1 1
cexp{—5 5 D (@i — pa)’}exp{~ 02 > (i — my)?} % exp { =g~ (a — @)} - xp {11y a,)’}
T =1 Y i=1
1 & 1
o eap{—5 5 > (aF — 2wips + 4i3)} x exp {—ﬁ Z( = 2yt -+ 11y)} X exp {5 (45 = 2Ha0q + 7))
T =1 Y i=1
1
X exp —E(,uy 2uyay +az)}
Yy
Ly 2peap | mpi  2mIp, LBy 2pyay Ty 2ngpu,
—_—— —_ — X —
> exp{ 2 (bx by o2 o2 R by by o2 o2

11



Portanto,

by bt oz
R(A,A)=Var [Y] + Var [X]
1,
=1 1
T hte
lim R(A,A) = lim [ lim R(A,A)]
by—00 by—00 | by—00
by—00
. . 1 1
= lim | lim —+ 3 —
by—00 | bz—ro0 by -+ 0—5 b + o2
. 1 + 1
= lim —
by—o0 5= + % ;”—%
1 1
= w Tm
o2 o2
2 2
oy oz 55 )
= —— 4+ = =supg(d,Y — X), Que é uma constante
n m

~

Sabe-se que se supy(d, A) é uma constante, entao A é minimax. Logo,

~

A=Y - X
é minimax.

(b) Mostre que A =Y — X ¢ um estimador minimax de A quando 02 < M, e JZ < My, sendo M, >0e M, >0
constantes conhecidas.

Sugestao: Use o seguinte resultado:
Se, dado ¢, Z1,...,Z, sdo independentes e tém distribuigio N(&,02), e se a distribui¢do a priori para & é

N(¢,b?), entdo a distribuicdo a posteriori de ¢, dado Z; = 21,..., Z, = z,, é normal com média

nz/o? + /b
n/o?+1/b?

n 1\ !
27r)

e variancia

_1xom
onde z = = > ", z.

12



Solugao

" 1 1
by o2 bz o2
1 1
= t M, >0¢ M, >0
% T, b TAL

lim R(A,A) hm [hm R(A A}

by—ro0 =00
by —00
. 1
= lim lim + 3 —
b by 1 1, m
y—+00 —00 —|— My be —+ M,
= blim 1 T
—00
1 1
— T T Tm
M. M,
M, M,
- Y + it
n m

= supy(0,Y — X), Que é uma constante
e Se M, > 02 e M, < 02 ou vice-versa, observa-se que:
supp(0,Y — X) > supp(0,Y — X)
, tornando Y — X nfo minimax de A, pois existe outro estimador com menor supremo (menor risco maximo).

e Se M, = o e M, = o2, observa-se que:

supy(0,Y — X) = supy(6,Y — X)
,logo Y — X & estimador minimax de A.

e Se M, < 05 e M, < 02, ou vice-versa, ou ambos (M, M,) estritamente menores, observa-se que:

supy(0,Y — X) < supy(6,Y — X)
, logo Y — X & estimador minimax de A.

Logo, A =Y — X é um estimador minimax de A quando 02 < M, e 05 < M,, sendo M, > 0 e M, > 0 constantes
conhecidas. . .
Questao 15 Seja § um estimador nao viciado de um parametro § € R. Seja R(6,0) o risco do estimador 6 de 6.

(a) Sob perda quadréatica, mostre que o estimador é+c, em que ¢ # 0 é uma constante conhecida, nao ¢ estimador
minimax de 6, a menos que supy R(6,6) = oo para todo estimador 6 de 6.
Sob perda quadratica, o risco do estimador 6 + ¢ é dado por

R(0,0 4 ¢) = E[(6 + c — 0)?]
(0 —6+c)%
(0 — 0)%] + 2¢E[0 — 0] + 2

E
E

Como # & um estimador nio viciado para 0, E [é — 6] =0, logo
R(0,0+c) = E| )2]+c2

(60—
= R(0,0) +

13



Como ¢ # 0, ¢ > 0, entdo, R(Q,é +c¢) > R(6, é) Assim, o estimador § + ¢, em que ¢ # 0 é uma constante
conhecida, nao é estimador minimax de #, pois, o risco do estimador O+cé sempre maior do que o risco de
6. Nao obstante, se supy R(0, é) = oo para todo estimador 6de b, a comparagao séria irrelevante, tendo em
vista que supg R(6, é) = 0o = supy R(6, 0 + c).

(b) Sob perda quadrética, mostre que o estimador ~cé, em que ¢ € (0,1) é uma constante conhecida, nao é
estimador minimax de #, a menos que supy R(6, ) = oo para todo estimador 6 de 6.
Sob perda quadratica, o risco do estimador cf é dado por

R(9,c0) = E[(cf — 6)?]
= 2E[(0 - 0)? + (1 — ¢)%6?

Observe que como ¢ € (0,1), 2R(0,0) < R(0,0). Além disso, vale salientar que o termo dado por (1 — ¢)262
é um erro adicional que cresce quadraticamente em fungao de 6. Assim,

supR(6, cf) = sup(2R(0,0) + (1 — ¢)%6?)
0 0

Nesse caso o supremo do risco de cf pode ser grande devido a expressao (1—c)262, implicando que o estimador
cf nao minimiza o supremo do risco, ou seja, ndao pode ser minimax. A menos que todos os estimadores
fossem infinitos, pois nesse caso o aumento indefinido no risco de ¢ nao faria diferenca.

(c) Considere a funcdo de perdaL(f,d) = (d — 0)%/62, assumindo que 6 # 0. Mostre que o estimador § nio &
estimador minimax de #, a menos que supg R(6, 0) 0o para todo estimador 6 de 6. Sugestdo: Obtenha o
risco de ¢ com ¢ = 1/(1 + ¢), em que ¢ = sup, R(0,0), e compare com o risco de 6.

Sob a fungao de perda L(6,d) = (d — 0)?/62, o risco do estimador  é dado por

(6 - 6>2]

R(0,0) = E =

Como # é um estimador nao viciado para 6, E[f — 6] = 0, logo

R(G,é) _ Va;;(@)

que decresce com aumento em . J4 se considerarmos o estimador ¢ o seu risco é dado por

R(0,ch) = 5 = =

(ch — 9)2] _ Var()) L (P

Seja ¢ = supvar(e) = supR(6, é) Assim, se ( = oo, entao supR(@,Cé) = 00 e nao serd minimax. Mas, ses
0 0

0< (<o entao supR(@, cé) =2+ (1 —¢)? = (14 ¢)c® — 2¢+ 1, que atinge o ponto de minimo global em

ct =

1+C’ desde que ¢ > 0, ¢* < 1 e, portanto, supR(9 c 9) < sng(G,é).

Questao 23 Prove: Seja 0 um estimador de Bayes (respectivamente NVVUM, minimax, admissivel) de g(#) sob
perda quadrética. Entdo, ad + b é um estimador de Bayes (respectivamente NVVUM, minimax, admissivel) de
ag(f) +b. Aqui, a e b sdo nlimeros reais.

Se § & um estimador de Bayes de g(f) sob perda quadratica, e &' = ad + b ¢ um estimador de ¢'(6) = ag(6) +b. O
estimador de Bayes de ¢'(6) é dado por

8 = Elag(0) +b|X = x] = aF[g(0)|X =x] +b=ad +b
Sob perda quadratica, o risco de ¢’ é dado por

R(g'(9),0") = Eg[(ad +b — ag(6) — b)’] = Ep[(a(d — g(0))*] = a® Eg[(5 — 9(6)*] = a®R(g(6), )
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Observe que, se § ¢ ENVVUM de ¢(0), e sendo U o conjunto de todos os estimadores nao viciados de 0, uma
condigao necessaria e suficiente para que ¢ seja ENVVUM de ¢(6) é que

Ey[oU] = 0,Vu € U,¥0 € Q
Observe que ¢’ ¢ nao viciado para ¢'(0)
Ey[é'] = Eglad 4+ b] = aEp[d] +b=ag(f) + b= ¢'(0),v0 € Q
Além disso, como E3[§] < 00,V € 2, entdo Varg(d) < oo e Ey[d] < oo V0 € , logo
Eg[6"] = Varyg(8') + E3[6'] = a®*Varg(8) + (aBy[d] + b)* < oo

Como ¢’ é nao viciado e tem segundo momento finito, uma condi¢ao necesséria e suficiente para ser ENVVUM de
g'(6) é ser nao correlacionado com todo estimador nao viciado de zero, observe que

E@[(S/U] = Eg[((lé + b)U] = aE,g[(sU] + bE@[U] =0,YVu e U, VO € Q)
Se 0 é estimador minimax de g(#), entao

supR(ag(f) +b,ad + b) = iglfsupR(ag(G) +b,a0™ +b)
0 )

Observe que

R(¢'(9),8") = R(ag(0) + b,ad +b) = a®*R(g(h),d)

Assim,
supR(g'(0),6") =supa®R(g(0), ) = aQigfsupR(g(@, %)
0 0 0

:iglfsupCLQR(g(H), S iglfsupR(ag(Q) +b,a0™ +b)
T T e

Logo, ¢’ é estimador minimax de ¢'(0).
Por fim, se § é admissivel para g(f), entdo nao exite outro estimador risco menor para todo 6 pertecente ao espago
paramétrico. Sob perda quadratica,

R(4'(0),0") = a*R(g(0),0) < a®*R(g(0),6*) = R(ag(h) + b, ad* +b),¥0 € Q

Logo, ¢’ = ad + b, com a,b € R e a # 0 é admissivel para ¢'().
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