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Questão 2 Seja (X1, . . . , Xn) uma amostra aleatória de X, que tem distribuição geométrica com função de
probabilidade

f(x|θ) = θx(1− θ), x = 0, 1, . . . ; θ ∈ [0, 1).

Considere o problema de estimar θ. Obtenha (i) o estimador de máxima verossimilhança; (ii) o estimador do
método dos momentos e (iii) o estimador de Bayes com respeito à perda quadrática tomando uma distribuição a
priori uniforme no intervalo unitário.
Para (i), a função de densidade conjunta é dada por

L(θ, x) =
n∏

i=1

θxi(1− θ)I{0,1,...}(xi)

= θ
∑n

i=1 xi(1− θ)n
n∏

i=1

I{0,1,...}(xi)

∝ θ
∑n

i=1 xi(1− θ)n

O logaritmo da função de verossimilhança é

l(θ, x) =

n∑
i=1

xi log(θ) + n log(1− θ)

Assim, obtemos o EMV de θ, fazendo
dl(θ, x)

dθ
= 0

⇔
n∑

i=1

xi
1

θ̂
− n

1

1− θ̂
= 0

⇔ x
1

θ̂
=

1

1− θ̂

⇔ 1− θ̂

θ̂
=

1

x

⇔ 1

θ̂
− 1 =

1

x

⇔ 1

θ̂
=

1

x
+ 1

⇔ 1

θ̂
=

1 + x

x

⇔ θ̂ =
x

1 + x

Observe ainda que

d2l(θ, x)

dθ2
= −

n∑
i=1

xi
1

θ2
− n

1

(1− θ)2
< 0
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Para (ii), temos que µ = θ
1−θ e m1 =

∑n
i=1 xi

n , logo, obtemos o estimador pelo metodo dos momentos fazendo,

θ̂

1− θ̂
=

∑n
i=1 xi
n

⇔ θ̂

1− θ̂
= x

⇔ 1− θ̂

θ̂
=

1

x

⇔ 1

θ̂
− 1 =

1

x

⇔ 1

θ̂
=

1

x
+ 1

⇔ 1

θ̂
=

1 + x

x

⇔ θ̂ =
x

1 + x

Para (iii), temos a distribuição a priori é dado por Θ ∼ U(0, 1)

π(θ) = 1I(0,1)(θ)

a função de perda é LR(θ, d) = (θ − d)2, e

f(x|θ) = θ
∑n

i=1 xi(1− θ)n
n∏

i=1

I{0,1,...}(xi)

Assim, a distribuição a posteriori de θ é

π(θ|x) = π(θ)× f(x|θ) ∝ θ
∑n

i=1 xi(1− θ)nI(0,1)(θ)

Assim, Θ|X = x ∼ Beta(
∑n

i=1 xi + 1, n+ 1) Logo, obtemos o estimador de Bayes, fazendo

δ =

∑n
i=1Xi + 1

(
∑n

i=1Xi + 1) + (n+ 1)
=

∑n
i=1Xi + 1∑n

i=1Xi + n+ 2
(1)

1) Suponha que, dado θ, X1, . . . , Xn sejam variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas tal que
Xi|θ ∼ U(0, θ). Considere a seguinte distribuição a priori para θ: 1

θ ∼ Gama(a, b), com a, b > 0 conhecidos.
(a) O estimador de Bayes de θ sob perda quadrática é dado por θ̂(X(n)), onde X(n) = max(X1, . . . , Xn), e

θ̂(y) =

∫∞
y θ · 1

θn+a+1 exp
(
− 1

θb

)
dθ∫∞

y
1

θn+a+1 exp
(
− 1

θb

)
dθ

.

Solução:
O estimador de bayes sob perda quadrática é dado por

θ̂(X̂(n)) = E[θ|X = x] =

∫
S(θ)

θλ(θ|x)dθ =

∫
S(θ)

θ
p(θ,x|θ)
q(x)

dθ

onde λ(θ|X) é distribuição posterior de θ.

λ(θ) =
1

Γ(a)ba
θ−a−1 exp

(
− 1

bθ

)
e p(X = x|θ) = 1

θ
I(0,θ)(x), θ ∈ (0,∞)

p(x|θ) iid
=

n∏
i=1

1

θ
I(0,θ)(xi) =

1

θn
I{x(n)<θ}(x) =

1

θn
I{θ>x(n)}(x)
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p(θ,x|θ) = p(x|θ)× λ(θ) =
1

θn
× 1

Γ(a)ba
θ−a−1 exp

(
− 1

bθ

)
I{θ>x(n)}(x), θ ∈ (x(n),∞)

=
1

θn
× 1

Γ(a)ba
θ−a−1 exp

(
− 1

bθ

)
I{θ>x(n)}(x), θ ∈ (x(n),∞)

=
1

θn
× 1

Γ(a)ba
θ−a−1 exp

(
− 1

bθ

)
I{θ>x(n)}(x), θ ∈ (x(n),∞)

=
1

θn
× 1

Γ(a)ba
θ−a−1 exp

(
− 1

bθ

)
I{θ>x(n)}(x), θ ∈ (x(n),∞)

q(x) =

∫
s(θ)

p(θ,x|θ)dθ =

∫
s(θ)

1

θn
× 1

Γ(a)ba
θ−a−1 exp

(
− 1

bθ

)
I{θ>x(n)}(x)dθ, θ ∈ (x(n),∞)

=

∫ ∞

x(n)

1

θn
× 1

Γ(a)ba
θ−a−1 exp

(
− 1

bθ

)
dθ

=

∫ ∞

x(n)

1

θn+a+1
× 1

Γ(a)ba
exp

(
− 1

bθ

)
dθ

Assim,

θ̂(X̂(n)) = E[θ|X = x] =

∫
S(θ)

θλ(θ|x)dθ =

∫
S(θ)

θ
p(θ,x|θ)
q(x)

dθ, θ ∈ (x(n),∞)

=

∫
S(θ) θp(θ,x|θ)dθ

q(x)
, θ ∈ (x(n),∞)

=

∫∞
x(n)

θp(θ,x|θ)dθ

q(x)

=

∫∞
x(n)

θ 1
θn ×

���1
Γ(a)ba θ

−a−1 exp
(
− 1

bθ

)
dθ∫∞

x(n)

1
θn+a+1 ×

�
��1

Γ(a)ba exp
(
− 1

bθ

)
dθ

=

∫∞
x(n)

θ 1
θn+a+1 exp

(
− 1

bθ

)
dθ∫∞

x(n)

1
θn+a+1 × exp

(
− 1

bθ

)
dθ

Assim, considerando X̂(n) = y, tem-se:

θ̂(y) =

∫∞
y θ 1

θn+a+1 exp
(
− 1

bθ

)
dθ∫∞

y
1

θn+a+1 × exp
(
− 1

bθ

)
dθ

(b) Mostre que θ̂(y) pode ser expresso como

θ̂(y) =
1

b(n+ a− 1)
·
P
[
χ2
2(n+a−1) <

2
by

]
P
[
χ2
2(n+a) <

2
by

] .

Solução: Seja,

θ =
2

bx
, dθ = − 2

bx2
dx

Sabe-se que θ ∈ (y,∞). Se θ = y se tem: θ = 2
bx =⇒ y = 2

bx ⇐⇒ x = 2
by ⇐⇒ θ ∈ ( 2

by ,∞).
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Assim,

θ̂(y) =

∫∞
y

θ 1
θn+a+1 exp

(
− 1

bθ

)
dθ∫∞

y
1

θn+a+1 × exp
(
− 1

bθ

)
dθ

=

∫∞
2
by

2
bx

1
( 2
bx )n+a+1

[
exp

(
− 1

b( 2
bx )

)]
(− 2

bx2 )dx∫∞
2
by

1
( 2
bx )n+a+1 ×

[
exp

(
− 1

b( 2
bx )

)]
(− 2

bx2 )dx

=

∫∞
2
by
( 2
bx )

1−n−a−1
[
exp

(
−x

2

)]
( 1
bx2 )dx∫∞

2
by

1
2n+a+1

bn+a+1xn+a+1

×
[
exp

(
−x

2

)]
( 1
bx2 )dx

=

∫∞
2
by

bn+a−1xn+a−2

2n+a exp
(
−x

2

)
dx∫∞

2
by

bn+a+1−1xn+a+1−2

2n+a×2 × exp
(
−x

2

)
dx

=

∫∞
2
by

bn+axn+a−2

b×2n+a exp
(
−x

2

)
dx∫∞

2
by

bn+axn+a−1

2n+a×2 × exp
(
−x

2

)
dx

=

∫∞
2
by

xn+a−2

b exp
(
−x

2

)
dx∫∞

2
by

xn+a−1

2 × exp
(
−x

2

)
dx

=

∫∞
2
by

( 2x
2 )

n+a−2

b exp
(
−x

2

)
2d
(
x
2

)
∫∞

2
by

( 2x
2 )

n+a−1

2 × exp
(
−x

2

)
2d
(
x
2

)
=

∫∞
2
by

2n+a−1( x
2 )

n+a−2

b exp
(
−x

2

)
d
(
x
2

)
∫∞

2
by

2n+a−1
(
x
2

)n+a−1 × exp
(
−x

2

)
d
(
x
2

)
=

∫∞
2
by

(
x
2

)n+a−2
exp

(
−x

2

)
d
(
x
2

)
b
∫∞

2
by

(
x
2

)n+a−1 × exp
(
−x

2

)
d
(
x
2

)
=

−Γ(n+ a− 1)
∫ 2

by

−∞
1

Γ(n+a−1)
x(n+a−1)−1

2(n+a−1)−1
1
2 exp

(
−x

2

)
dx

−bΓ(n+ a)
∫ 2

by

−∞
1

Γ(n+a)
x(n+a)−1

2(n+a)−1 × 1
2 exp

(
−x

2

)
dx

=
−Γ(n+ a− 1)

∫ 2
by

−∞
1

Γ(n+a−1)
x(n+a−1)−1

2(n+a−1) exp
(
−(2−1)x

)
dx

−bΓ(n+ a)
∫ 2

by

−∞
1

Γ(n+a)
x(n+a)−1

2(n+a) × exp (−(2−1)x)dx

=

Γ(n+ a− 1)
∫ 2

by

−∞
1

Γ(n+ a− 1)
(2−1)(n+a−1)x(n+a−1)−1 exp

(
−(2−1)x

)
︸ ︷︷ ︸

Gama(n+a−1,2)

dx

bΓ(n+ a)
∫ 2

by

−∞
1

Γ(n+ a)
(2−1)n+ax(n+a)−1 × exp

(
−(2−1)x

)
︸ ︷︷ ︸

Gama(n+a,2)

dx

Sabe-se Gama
(
x
2 , 2
) d
= χ2

(x), Gama(a, r) = raxa−1e−r·x

Γ(a) e Gama(n) = (n− 1)!.

θ̂(y) =
(n+ a− 2)!

∫ 2
by

−∞Gama(2(n+a−1)
2 , 2)dx

b(n+ a− 1)!
∫ 2

by

−∞Gama(2(n+a)
2 , 2)dx

=
(n+ a− 2)!

∫ 2
by

−∞ χ2
2(n+a−1)dx

b(n+ a− 1) · (n+ a− 2)!
∫ 2

by

−∞ χ2
2(n+a)dx

θ̂(y) =
1

b(n+ a− 1)
·
P
[
χ2
2(n+a−1) <

2
by

]
P
[
χ2
2(n+a) <

2
by

]
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3. Prove ou dê contra-exemplo.

(a)Se um estimador minimax é único, então ele é admissível.

Resposta: Verdadeira.
Demonstração:
Considere δ∗(X) como um estimador minimax único. Vamos supor, por contradição, que δ∗ não seja admissível.

Dessa forma, deve existir um estimador alternativo δ′ que domine δ∗, ou seja, R(θ, δ′) ≤ R(θ, δ∗) para todo θ, com
desigualdade estrita para pelo menos um valor de θ. Assim, podemos afirmar que:

sup
θ∈Ω

R(θ, δ′) ≤ sup
θ∈Ω

R(θ, δ∗).

Por outro lado, como δ∗(X) é minimax, ele atinge a menor cota superior para supθ∈ΩR(θ, δ(X)), resultando
em:

sup
θ∈Ω

R(θ, δ′(X)) ≤ sup
θ∈Ω

R(θ, δ∗(X)),

sup
θ∈Ω

R(θ, δ′(X)) ≥ sup
θ∈Ω

R(θ, δ∗(X)) = inf
δ
sup
θ∈Ω

R(θ, δ(X)).

Combinando as expressões anteriores, concluímos que:

sup
θ∈Ω

R(θ, δ′(X)) = sup
θ∈Ω

R(θ, δ∗(X)).

Nesse caso, δ′ também seria um estimador minimax, o que contradiz a hipótese de que δ∗ é único. Portanto, se
um estimador minimax δ∗ é único, não pode haver outro estimador que o domine, o que implica que δ∗ é admissível.

(b) Um estimador minimax não pode ser não viciado.

Resposta: Falsa.
Vamos apresentar um contra-exemplo, definindo um estimador δ que seja minimax e não viciado.
Considere X1, . . . , Xn como uma amostra aleatória de uma distribuição de Poisson com média λ > 0. Se

assumirmos uma função de perda da forma 1
λ(d− λ)2 e uma distribuição a priori Gama(a,b) para λ, com a = 1, o

estimador X̄ é minimax para λ (conforme demonstrado no exercício 10 da Lista 4). No entanto, este estimador é
não viciado, pois

Eλ[X̄] =
1

n

n∑
i=1

Eλ [Xi] =
1

n
nλ = λ, ∀λ > 0.

(c)Se um estimador tem risco constante e é admissível, ele é minimax.

Resposta: Verdadeira.
Demonstração:
Seja δ∗(X) um estimador com risco constante para θ, ou seja,

sup
θ∈Ω

R (θ, δ∗(X)) = R (θ, δ∗(X)) (*)

Além disso, suponha que δ∗(X) seja admissível para θ. Assim, para qualquer outro estimador δ′, temos:

R (θ, δ∗(X)) ≤ R
(
θ, δ′(X)

)
, ∀θ ∈ Ω,

com desigualdade estrita para algum valor de θ. Com base na igualdade de acima (*), podemos reescrever isso
da seguinte maneira:

sup
θ∈Ω

R (θ, δ∗(X)) ≤ sup
θ∈Ω

R
(
θ, δ′(X)

)
Portanto, temos que:

sup
θ∈Ω

R (θ, δ∗(X)) = inf
δ
sup
θ∈Ω

R(θ, δ(X))

ou seja, δ∗(X) é um estimador minimax.
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(d)Se um estimador equivariante por localização de risco mínimo é admissível, ele é minimax.

Resposta: Verdadeira.
Demonstração:
Seja X = (X1, . . . , Xn) uma amostra aleatória cuja função de densidade é dada por:

f(x− θ) = f(x1 − θ, . . . , xn − θ), θ ∈ R,

onde f é conhecida, θ é um parâmetro de localização não especificado, e x = (x1, . . . , xn). Considere um
estimador δ(X) que seja admissível e equivariante em relação ao parâmetro de localização θ. Em outras palavras,
δ(x + θ) = δ(x) + θ para todo θ ∈ R e x ∈ Rn. Além disso, assuma que a função de perda seja invariante sob
translações: L(θ, δ(X)) = L(θ + a, δ(X) + a), ∀a ∈ R.

Definimos U = (U1, . . . , Un)
′, onde Ui, i = 1, . . . , n, são variáveis aleatórias independentes com distribuição

fixa F . Podemos então expressar X como:

X
d
= U + θ, θ ∈ R

Vamos denotar a função de risco associada ao estimador δ(X) como R(θ, δ(X)), que pode ser escrita da seguinte
maneira:

R(θ, δ(X)) = Eθ[L(θ, δ(X))]

= Eθ[L(θ, δ(U + θ))]

= Eθ[L(θ, δ(U) + θ)]

= E0[L(0, δ(U))]

Na segunda igualdade, usamos a propriedade da família de distribuições invariante por localização; na terceira,
usamos a definição de equivariância do estimador; e na quarta, usamos a invariância da função de perda. Assim,
a função de risco não depende de θ, ou seja, o risco do estimador δ é constante em relação a θ. Portanto, pelo
resultado do item (c), concluímos que δ é um estimador minimax, já que possui risco constante e é admissível (por
hipótese).

5. Suponha que, dado θ, X1, . . . , Xn (com n ≥ 1) sejam variáveis aleatórias independentes e identicamente
distribuídas com densidade

f(x|θ) = exp(θ − x), x > θ.

Considere que a distribuição a priori para θ seja exponencial padrão, ou seja, π(θ) = exp(−θ).
Encontre a densidade a posteriori de θ e o estimador de Bayes de θ sob perda quadrática.
Solução

f(x|θ) = exp {θ − x}I(θ,∞)(x)

f(x|θ) ind
=

n∏
i=1

exp {θ − xi}I(θ,∞)(xi) = exp

{
n∑

i=1

(θ − xi)

}
I{x(1)>θ}I{x(n)<∞}(x)

λ(θ) = exp {−θ}, θ > 0

p(θ,x|θ) ind
= λ(θ)× f(x|θ) = exp {−θ} × exp

{
n∑

i=1

(θ − xi)

}
I{x(1)>θ}I{x(n)<∞}(x)

λ(θ|x) = p(θ,x|θ)
q(x)

=
f(x|θ)× λ(θ)

q(x)

q(x) =

∫
s(θ)

p(θ,x|θ)dθ

q(x) =

∫
s(θ)

exp {−θ} × exp

{
n∑

i=1

(θ − xi)

}
I{x(1)>θ}I{x(n)<∞}(x)dθ, θ > 0
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q(x) =

∫
s(θ)

exp {−θ} × exp

{
n∑

i=1

(θ − xi)

}
I{θ<x(1)}I{x(n)<∞}(x)dθ, θ > 0

=

∫ x(1)

0
exp {−θ} × exp {nθ − nx̄)}dθ

=

∫ x(1)

0
exp {−θ} × exp {nθ} 1

enx̄
dθ

=
1

enx̄

∫ x(1)

0
exp{−θ + nθ}dθ

=
1

enx̄

∫ x(1)

0
exp {(−1 + n)θ}dθ

=
1

enx̄

∫ x(1)

0

1

(n− 1)
exp {(−1 + n)θ}d((−1 + n)θ)

=
1

enx̄(n− 1)
exp {(−1 + n)θ}

∣∣x(1)

0

=
1

enx̄(n− 1)
exp {(n− 1)x(1)} −

1

enx̄(n− 1)

=
1

enx̄(n− 1)

[
exp {(n− 1)x(1)} − 1

]
λ(θ|x) = p(θ,x|θ)

q(x)
=

f(x|θ)× λ(θ)

q(x)

λ(θ|x) =
exp {−θ} × exp {

∑n
i=1(θ − xi)}I{x(1)>θ}I{x(n)<∞}(x)

1
enx̄(n−1)

[
exp {(n− 1)x(1)} − 1

]
=

exp {−θ} × exp {nθ} 1
enx̄

1
enx̄(n−1)

[
exp {(n− 1)x(1)} − 1

]
=

(n− 1) exp {nθ − θ}
exp {(n− 1)x(1)} − 1

=
(n− 1) exp {(n− 1)θ}
exp {(n− 1)x(1)} − 1

=⇒ Estimador de bayes sob perda quadrática

δ(x) = E[Θ|X] =

∫
s(θ)

θλ(θ|x)dθ

δ(x) =

∫ x(1)

0

θ
(n− 1) exp {(n− 1)θ}
exp {(n− 1)x(1)} − 1

dθ

δ(x) =
1

exp {(n− 1)x(1)} − 1

∫ x(1)

0

θ(n− 1) exp {(n− 1)θ}dθ

Seja u = θ, du = dθ e dv = (n− 1) exp {(n− 1)θ}dθ

v =

∫
dv =

∫
(n− 1) exp {(n− 1)θ}dθ =

(n− 1)

(n− 1)

∫
exp {(n− 1)θ}d((n− 1)θ) = exp {(n− 1)θ}

δ(x) =
1

exp {(n− 1)x(1)} − 1

[
θ exp {(n− 1)θ}

∣∣x(1)

0
−

∫ x(1)

0

exp {(n− 1)θ}dθ
]

=
1

exp {(n− 1)x(1)} − 1

[
θ exp {(n− 1)θ}

∣∣x(1)

0
− 1

(n− 1)
exp {(n− 1)θ}

∣∣x(1)

0

]
=

1

exp {(n− 1)x(1)} − 1

[
x(1) exp {(n− 1)x(1)} −

1

(n− 1)
exp {(n− 1)x(1)} −

(
− 1

(n− 1)

)]
=

1

exp {(n− 1)x(1)} − 1

[
x(1) exp {(n− 1)x(1)} −

1

(n− 1)

(
exp {(n− 1)x(1)} − 1

)]
=

x(1) exp {(n− 1)x(1)}
exp {(n− 1)x(1)} − 1

−
exp {(n− 1)x(1)} − 1

(n− 1)(exp {(n− 1)x(1)} − 1)

=
x(1) exp {(n− 1)x(1)}
exp {(n− 1)x(1)} − 1

− 1

(n− 1)
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Assim, o estimador de Bayes fica:

δ(X) =
X(1) exp {(n− 1)X(1)}
exp {(n− 1)X(1)} − 1

− 1

(n− 1)

8. Seja X = (X1, . . . , Xn) um vetor de n variáveis aleatórias independentes e identicamente
distribuídas segundo uma distribuição N(0, σ2). Considere o problema de estimar σ2 com a
função de perda L(σ2, d) =

(
d
σ2 − 1

)2
= (d−σ2)2

σ4 . Considere uma distribuição a priori Gama(a, b)
para θ = 1/(2σ2) com densidade

π(θ) =
1

Γ(a)ba
θa−1 exp

{
−θ

b

}
, a > 0, b > 0.

Considere X|θ ∼ N(0, σ2). A função de densidade condicional é dada por:

f(x|θ) = 1√
2πσ2

exp

(
− 1

2σ2
(x)2

)
I(−∞,∞)(x)

Assumindo θ = 1
2σ2 , a densidade conjunta da amostra x, condicionada a θ, pode ser expressa por:

f(x | θ) = (π)−n/2θn/2 exp

(
−θ

n∑
i=1

x2i

)
n∏

i=1

I(−∞,∞)(xi)

Considere uma distribuição a priori para θ pertencente à família Gama, Gama(a, b), onde a > 0 e b > 0, cuja
densidade é dada por:

π(θ) ∝ θa−1 exp

(
−θ

b

)
I(0,∞)(θ)

Assim, a distribuição a posteriori de θ, denotada por π(θ | x), é proporcional ao produto da verossimilhança
pela priori:

π(θ | x) ∝ f(x | θ)π(θ) ∝ θn/2 exp

(
−θ

n∑
i=1

x2i

)
· θa−1 exp

(
−θ

b

)
I(0,∞)(θ)

∝ θ(n/2+a)−1 exp

(
−θ

(
n∑

i=1

x2i +
1

b

))
I(0,∞)(θ)

Portanto, θ condicionado a X = x segue uma distribuição Gama, ou seja:

θ | X = x ∼ Gama

n

2
+ a,

(
n∑

i=1

x2i +
1

b

)−1
 .

(a) Encontre o estimador de Bayes de σ2.

Considere a função de perda

L
(
σ2, d

)
=

(
d− σ2

σ2

)2

=
1

(σ2)2
(d− σ2)2 = w(σ2)

(
d− g(σ2)

)2
, ∀σ2 > 0

onde g(σ2) = σ2 e w(σ2) =
(

1
σ2

)2. Dessa forma, o estimador de Bayes δ∆(X) é dado por:
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δ∆(x) =
E
[
w(σ2)g(σ2) | X = x

]
E [w(σ2) | X = x]

=
E
[(

1
σ2

)2
σ2
∣∣∣ X = x

]
E
[(

1
σ2

)2 ∣∣∣ X = x
]

=
E
[

1
σ2

∣∣ X = x
]

Var
[

1
σ2

∣∣ X]+ E2
[

1
σ2

∣∣ X = x
]

Como θ = 1
2σ2 , temos que 1

σ2 | X = x ∼ Gama
(
n
2 + a, 2

(∑n
i=1 x

2
i +

1
b

)−1
)
. Assim, segue que:

δ∆(x) =

2(n
2
+a)∑n

i=1 x
2
i+

1
b

4(n
2
+a)

(
∑n

i=1 x
2
i+

1
b )

2 +
4(n

2
+a)

2

(
∑n

i=1 x
2
i+

1
b )

2

=
2
(
n
2 + a

)
4(n

2
+a)(1+n

2
+a)∑n

i=1 x
2
i+

1
b

=

∑n
i=1 x

2
i +

1
b

2
(
1 + n

2 + a
)

(b) Mostre que o estimador minimax de σ2 é
∑n

i=1 X
2
i

n+2 .

Considere uma sequência de distribuições a priori Gama (ak, b) para θ, com k ≥ 1 e ak
k→∞−−−→ 0. Sendo que

a > 0 e b > 0 são valores arbitrários, pelo resultado do item anterior, o estimador de Bayes utilizando essa sequência
de estimadores é dado por:

δk(X) =

∑n
i=1X

2
i + 1

b

2
(
1 + n

2 + ak
)

e o risco associado a esse estimador é:

R
(
σ2, δk(X)

)
= Eσ2

[
1

(σ2)2
(
δk(X)− σ2

)2]
=

1

(σ2)2

[
Var (δk(X)) +

(
E
[
δk(X)− σ2

])2]
=

1

(σ2)2

Var( ∑n
i=1X

2
i + 1

b

2
(
1 + n

2 + ak
))+

(
E

[ ∑n
i=1X

2
i + 1

b

2
(
1 + n

2 + ak
)]− σ2

)2


=
1

(σ2)2

n (E [X4
1

]
− E2

[
X2

1

])
4
(
1 + n

2 + ak
)2 +

(
nE
[
X2

1

]
+ 1

b

2
(
1 + n

2 + ak
) − σ2

)2


=
1

(σ2)2

 2nσ4

4
(
1 + n

2 + ak
)2 +

(
nσ2 + 1

b

2
(
1 + n

2 + ak
) − σ2

)2


=
1

(σ2)2
· 1

4
(
1 + n

2 + ak
)2
[
2nσ4 +

(
1

b
− 2σ2 − 2akσ

2

)2
]

=
1

(σ2)2
· 1

4
(
1 + n

2 + ak
)2
[
2nσ4 +

(
1

b
− 2σ2(1 + ak)

)2
]

=
1

(σ2)2
· 1

4
(
1 + n

2 + ak
)2 [2nσ4 +

1

b2
− 4

b
σ2(1 + ak) + 4(σ2)2(1 + ak)

2

]
=

1

(σ2)2
· 1

4
(
1 + n

2 + ak
)2 [ 1b2 − 4

b
σ2(1 + ak) + (σ2)2

(
2n+ 4(1 + ak)

2
)]

=
1

4
(
1 + n

2 + ak
)2 [ 1

(bσ2)2
− 4

b
(1 + ak) ·

1

σ2
+ 2n+ 4(1 + ak)

2

]
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O risco de Bayes do estimador δk(X) é dado por:

rk = E
[
R
(
σ2, δk(X)

)]
=

1

4
(
1 + n

2 + ak
)2 [ 1b2E

[
1

(σ2)2

]
− E

[
1

σ2

]
· 4
b
(1 + ak) +

(
2n+ 4(1 + ak)

2
)]

=
1

4
(
1 + n

2 + ak
)2 [ 1b2 (4akb2 + 4a2kb

2
)
− 2akb ·

4

b
(1 + ak) +

(
2n+ 4(1 + ak)

2
)]

=
1(

1 + n
2 + ak

)2 [ak(1 + ak)− 2ak(1 + ak) +
n

2
+ (1 + ak)

2
]

Assim:

rk
k→∞−−−→

1 + n
2

(1 + n
2 )

2
=

1

1 + n
2

=
2

n+ 2
= r.

Por outro lado, considere o estimador δM (X) = 1
n+2

∑n
i=1X

2
i , cujo risco é:

R
(
σ2, δM (X)

)
=

1

(σ2)2

Var( 1

n+ 2

n∑
i=1

X2
i

)
+

(
E

[
1

n+ 2

n∑
i=1

X2
i

]
− σ2

)2


=
1

(σ2)2

[
n
(
E
[
X4

1

]
− E2

[
X2

1

])
(n+ 2)2

+

(
n

n+ 2
E
[
X2

1

]
− σ2

)2
]

=
1

(σ2)2

[
2nσ4

(n+ 2)2
+

(
nσ2

n+ 2
− σ2

)2
]

=
1

(σ2)2
· 1

(n+ 2)2
[
2nσ4 + (−2σ2)2

]
=

1

(σ2)2
· 1

(n+ 2)2
· 2σ4(n+ 2) =

2

n+ 2

Portanto:

r = R
(
σ2, δM (X)

)
= sup

σ2

R
(
σ2, δM (X)

)
Assim, δM (X) = 1

n+2

∑n
i=1X

2
i é um estimador minimax de σ2.

22. Sejam X1, . . . , Xm e Y1, . . . , Yn amostras aleatórias independentes das distribuições N(µx, σ
2
x) e N(µy, σ

2
y),

respectivamente; onde µx ∈ R, µy ∈ R, σ2
x > 0 e σ2

y > 0. Considere o problema de estimar ∆ = µy − µx sob perda
quadrática.

(a) Mostre que ∆̂ = Ȳ − X̄ é um estimador minimax de ∆ quando σx e σy são conhecidos; com

X̄ =
1

m

m∑
i=1

Xi e Ȳ =
1

n

n∑
i=1

Yi.

Solução
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Seja, θ = (µx, µy. o risco do estimador de Bayes ∆̂, pode ser descrito por:

R(∆, ∆̂) = E
[
(∆̂−∆)2

]
= V ar

[
(∆̂−∆)

]
+
(
E
[
(∆̂−∆)2

])2
= V ar

[
(Ȳ − X̄)

]
ind
= V ar

[
Ȳ
]
+ V ar

[
X̄
]

=
σ2
Y

m
−

σ2
X

n
, m, n > 0

λ(µx, µy)
ind
= λ(µx)λ(µy), em que λ(µy) e λ(µy) são priores (marginais) normais

∝ exp {− 1

2bx
(µx − ax)

2} · exp {− 1

2by
(µy − ay)

2}

p(x, y |µx, µy) ∝ exp {− 1

2σ2
x

(x− µx)
2} · exp {− 1

2σ2
y

(y − µy)
2}

p(x,y |µx, µy) ∝ exp {− 1

2σ2
x

m∑
i=1

(xi − µx)
2} · exp {− 1

2σ2
y

n∑
i=1

(yi − µy)
2}

p(x,y |µx, µy) ∝ exp {− 1

2σ2
x

m∑
i=1

(xi − µx)
2} · exp {− 1

2σ2
y

n∑
i=1

(yi − µy)
2}

λ(µx, µy |x,y) ∝ p(x,y |µx, µy)× λ(µx, µy)

∝ exp {− 1

2σ2
x

m∑
i=1

(xi − µx)
2} · exp {− 1

2σ2
y

n∑
i=1

(yi − µy)
2} × exp {− 1

2bx
(µx − ax)

2} · exp {− 1

2by
(µy − ay)

2}

∝ exp{− 1

2σ2
x

m∑
i=1

(x2
i − 2xiµx + µ2

x)} × exp {− 1

2σ2
y

n∑
i=1

(y2i − 2yiµy + µ2
y)} × exp {− 1

2bx
(µ2

x − 2µxax + a2x)}×

× exp {− 1

2by
(µ2

y − 2µyay + a2x)}

∝ exp

{
−1

2

(
µ2
x

bx
− 2µxax

bx
+

mµ2
x

σ2
x

− 2mx̄µx

σ2
x

)}
× exp

{
−1

2

(
µ2
y

by
− 2µyay

by
+

nµ2
y

σ2
y

− 2nȳµy

σ2
y

)}

∝ exp

−1

2

( 1

bx
+

m

σ2
x

)µ2
x −

2µx

(
ax

bx
+ mx̄

σ2
x

)
1
bx

+ m
σ2
x


︸ ︷︷ ︸

∼N

( ax
bx

+mx̄
σ2
x

1
bx

+ m
σ2
x

, 1
1
bx

+ m
σ2
x

)
× exp

−1

2

( 1

by
+

n

σ2
y

)µ2
y −

2µy

(
ay

by
+ nȳ

σ2
y

)
1
by

+ n
σ2
y


︸ ︷︷ ︸

∼N

 ay
by

+
nȳ

σ2
y

1
by

+ n
σ2
y

, 1
1
by

+ n
σ2
y


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Portanto,
∆̂(x,y) = E [∆|x,y] = Ȳ − X̄

=

ay
by

+ nȳ
σ2
y

1
by

+ n
σ2
y

−
ax
bx

+ mx̄
σ2
x

1
bx

+ m
σ2
x

R(∆, ∆̂) = V ar
[
Ȳ
]
+ V ar

[
X̄
]

=
1

1
by

+ n
σ2
y

+
1

1
bx

+ m
σ2
x

lim
by→∞
bx→∞

R(∆, ∆̂) = lim
by→∞

[
lim

bx→∞
R(∆, ∆̂)

]

= lim
by→∞

[
lim

bx→∞

1
1
by

+ n
σ2
y

+
1

1
bx

+ m
σ2
x

]

= lim
by→∞

1
1
by

+ n
σ2
y

+
1
m
σ2
x

=
1
n
σ2
y

+
1
m
σ2
x

=
σy

2

n
+

σ2
x

m
= supθ(θ, Ȳ − X̄), Que é uma constante

Sabe-se que se supθ(θ, ∆̂) é uma constante, então ∆̂ é minimax. Logo,

∆̂ = Ȳ − X̄

é minimax.

(b) Mostre que ∆̂ = Y −X é um estimador minimax de ∆ quando σ2
x ≤ Mx e σ2

y ≤ My, sendo Mx > 0 e My > 0
constantes conhecidas.

Sugestão: Use o seguinte resultado:
Se, dado ξ, Z1, . . . , Zn são independentes e têm distribuição N(ξ, σ2), e se a distribuição a priori para ξ é

N(ζ, b2), então a distribuição a posteriori de ξ, dado Z1 = z1, . . . , Zn = zn, é normal com média

nz/σ2 + ζ/b2

n/σ2 + 1/b2

e variância (
n

σ2
+

1

b2

)−1

,

onde z = 1
n

∑n
i=1 zi.
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Solução

R(∆, ∆̂) =
1

1
by

+ n
σ2
y

+
1

1
bx

+ m
σ2
x

=
1

1
by

+ n
My

+
1

1
bx

+ m
Mx

, Mx > 0 e My > 0

lim
by→∞
bx→∞

R(∆, ∆̂) = lim
by→∞

[
lim

bx→∞
R(∆, ∆̂)

]

= lim
by→∞

[
lim

bx→∞

1
1
by

+ n
My

+
1

1
bx

+ m
Mx

]

= lim
by→∞

1
1
by

+ n
My

+
1
m
Mx

=
1
n
Mx

+
1
m
Mx

=
My

n
+

Mx

m
= sup∗θ(θ, Ȳ − X̄), Que é uma constante

• Se My > σ2
y e Mx ≤ σ2

x ou vice-versa, observa-se que:

sup∗θ(θ, Ȳ − X̄) > supθ(θ, Ȳ − X̄)

, tornando Ȳ −X̄ não minimax de ∆, pois existe outro estimador com menor supremo (menor risco máximo).

• Se My = σ2
y e Mx = σ2

x, observa-se que:

sup∗θ(θ, Ȳ − X̄) = supθ(θ, Ȳ − X̄)

, logo Ȳ − X̄ é estimador minimax de ∆.

• Se My < σ2
y e Mx ≤ σ2

x, ou vice-versa, ou ambos (Mx,My) estritamente menores, observa-se que:

sup∗θ(θ, Ȳ − X̄) < supθ(θ, Ȳ − X̄)

, logo Ȳ − X̄ é estimador minimax de ∆.

Logo, ∆̂ = Y −X é um estimador minimax de ∆ quando σ2
x ≤ Mx e σ2

y ≤ My, sendo Mx > 0 e My > 0 constantes
conhecidas.
Questão 15 Seja θ̂ um estimador não viciado de um parâmetro θ ∈ R. Seja R(θ, θ̃) o risco do estimador θ̃ de θ.

(a) Sob perda quadrática, mostre que o estimador θ̂+c, em que c ̸= 0 é uma constante conhecida, não é estimador
minimax de θ, a menos que supθ R(θ, θ̃) = ∞ para todo estimador θ̃ de θ.
Sob perda quadrática, o risco do estimador θ̂ + c é dado por

R(θ, θ̂ + c) = E[(θ̂ + c− θ)2]

= E[(θ̂ − θ + c)2]

= E[(θ̂ − θ)2] + 2cE[θ̂ − θ] + c2

Como θ̂ é um estimador não viciado para θ, E[θ̂ − θ] = 0, logo

R(θ, θ̂ + c) = E[(θ̂ − θ)2] + c2

= R(θ, θ̂) + c2
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Como c ̸= 0, c2 > 0, então, R(θ, θ̂ + c) > R(θ, θ̂). Assim, o estimador θ̂ + c, em que c ̸= 0 é uma constante
conhecida, não é estimador minimax de θ, pois, o risco do estimador θ̂ + c é sempre maior do que o risco de
θ̂. Não obstante, se supθ R(θ, θ̃) = ∞ para todo estimador θ̃ de θ, a comparação séria irrelevante, tendo em
vista que supθ R(θ, θ̂) = ∞ = supθ R(θ, θ̂ + c).

(b) Sob perda quadrática, mostre que o estimador cθ̂, em que c ∈ (0, 1) é uma constante conhecida, não é
estimador minimax de θ, a menos que supθ R(θ, θ̃) = ∞ para todo estimador θ̃ de θ.
Sob perda quadrática, o risco do estimador cθ̂ é dado por

R(θ, cθ̂) = E[(cθ̂ − θ)2]

= c2E[(θ̂ − θ)2 + (1− c)2θ2]

Observe que como c ∈ (0, 1), c2R(θ, θ̂) < R(θ, θ̂). Além disso, vale salientar que o termo dado por (1− c)2θ2

é um erro adicional que cresce quadraticamente em função de θ. Assim,

sup
θ
R(θ, cθ̂) = sup

θ
(c2R(θ, θ̂) + (1− c)2θ2)

Nesse caso o supremo do risco de cθ̂ pode ser grande devido a expressão (1−c)2θ2, implicando que o estimador
cθ̂ não minimiza o supremo do risco, ou seja, não pode ser minimax. A menos que todos os estimadores
fossem infinitos, pois nesse caso o aumento indefinido no risco de cθ̂ não faria diferença.

(c) Considere a função de perdaL(θ, d) = (d − θ)2/θ2, assumindo que θ ̸= 0. Mostre que o estimador θ̂ não é
estimador minimax de θ, a menos que supθ R(θ, θ̃) = ∞ para todo estimador θ̃ de θ. Sugestão: Obtenha o
risco de cθ̂ com c = 1/(1 + ζ), em que ζ = supθ R(θ, θ̂), e compare com o risco de θ̂.
Sob a função de perda L(θ, d) = (d− θ)2/θ2, o risco do estimador θ̂ é dado por

R(θ, θ̂) = E

[
(θ̂ − θ)2

θ2

]

Como θ̂ é um estimador não viciado para θ, E[θ̂ − θ] = 0, logo

R(θ, θ̂) =
V ar(θ̂)

θ2

que decresce com aumento em θ. Já se considerarmos o estimador cθ̂ o seu risco é dado por

R(θ, cθ̂) = E

[
(cθ̂ − θ)2

θ2

]
=

c2V ar(θ̂)

θ2
+

(1− c)2θ2

θ2

Seja ζ = sup
θ

V ar(θ̂)
θ2

= sup
θ
R(θ, θ̂). Assim, se ζ = ∞, então sup

θ
R(θ, cθ̂) = ∞ e não será minimax. Mas, ses

0 < ζ < ∞ então sup
θ
R(θ, cθ̂) = c2ζ + (1− c)2 = (1 + ζ)c2 − 2c+ 1, que atinge o ponto de minimo global em

c∗ = 1
1+ζ , desde que ζ > 0, c∗ < 1 e, portanto, sup

θ
R(θ, c∗θ̂) < sup

θ
R(θ, θ̂).

Questão 23 Prove: Seja δ um estimador de Bayes (respectivamente NVVUM, minimax, admissível) de g(θ) sob
perda quadrática. Então, aδ + b é um estimador de Bayes (respectivamente NVVUM, minimax, admissível) de
ag(θ) + b. Aqui, a e b são números reais.
Se δ é um estimador de Bayes de g(θ) sob perda quadrática, e δ′ = aδ + b é um estimador de g′(θ) = ag(θ) + b. O
estimador de Bayes de g′(θ) é dado por

δ′ = E[ag(θ) + b|X = x] = aE[g(θ)|X = x] + b = aδ + b

Sob perda quadrática, o risco de δ′ é dado por

R(g′(θ), δ′) = Eθ[(aδ + b− ag(θ)− b)2] = Eθ[(a(δ − g(θ))2] = a2Eθ[(δ − g(θ)2] = a2R(g(θ), δ)
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Observe que, se δ é ENVVUM de g(θ), e sendo U o conjunto de todos os estimadores não viciados de 0, uma
condição necessária e suficiente para que δ seja ENVVUM de g(θ) é que

Eθ[δU ] = 0,∀u ∈ U,∀θ ∈ Ω

Observe que δ′ é não viciado para g′(θ)

Eθ[δ
′] = Eθ[aδ + b] = aEθ[δ] + b = ag(θ) + b = g′(θ), ∀θ ∈ Ω

Além disso, como E2
θ [δ] < ∞,∀θ ∈ Ω, então V arθ(δ) < ∞ e Eθ[δ] < ∞ ,∀θ ∈ Ω, logo

Eθ[δ
′2] = V arθ(δ

′) + E2
θ [δ

′] = a2V arθ(δ) + (aEθ[δ] + b)2 < ∞

Como δ′ é não viciado e tem segundo momento finito, uma condição necessária e suficiente para ser ENVVUM de
g′(θ) é ser não correlacionado com todo estimador não viciado de zero, observe que

Eθ[δ
′U ] = Eθ[(aδ + b)U ] = aEθ[δU ] + bEθ[U ] = 0, ∀u ∈ U,∀θ ∈ Ω

Se δ é estimador minimax de g(θ), então

sup
θ
R(ag(θ) + b, aδ + b) = inf

δ∗
sup
θ
R(ag(θ) + b, aδ∗ + b)

Observe que
R(g′(θ), δ′) = R(ag(θ) + b, aδ + b) = a2R(g(θ), δ)

Assim,

sup
θ
R(g′(θ), δ′) =sup

θ
a2R(g(θ), δ) = a2inf

δ∗
sup
θ
R(g(θ), δ∗)

=inf
δ∗
sup
θ
a2R(g(θ), δ∗) = inf

δ∗
sup
θ
R(ag(θ) + b, aδ∗ + b)

Logo, δ′ é estimador minimax de g′(θ).
Por fim, se δ é admissível para g(θ), então não exite outro estimador risco menor para todo θ pertecente ao espaço
paramétrico. Sob perda quadrática,

R(g′(θ), δ′) = a2R(g(θ), δ) < a2R(g(θ), δ∗) = R(ag(θ) + b, aδ∗ + b), ∀θ ∈ Ω

Logo, δ′ = aδ + b, com a, b ∈ R e a ̸= 0 é admissível para g′(θ).
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