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3. Seja (Xi,...,X,) uma amostra aleatoria de variavel aleatéria com fungao densidade de
probabilidade

1
flx;0) = %exp(—|x|/9),x € R;60>0.

(a) Sem usar propriedades de familias com razao de verossimilhancas monoétonas, obtenha o teste
uniformemente mais poderoso de H : 0§ < 6y contra K : § > 6y de nivel a.

Observe inicialmente que, a densidade conjunta é dada por

n

1 1
= W exp {—9 Z ‘ZL’Z‘} H]I(—oo,oo) (xl)

i=1 i=1
Sabemos que, pelo Lema de Neyman-Pearson, um teste ¢ é mais poderoso de nivel « para testar H* : § = 0
contra K* : 0 = 01(0; > 0) se satisfaz

_ 1, Po, (m) > kp@o (:D) _
o(x) = { o m e ® o By lox)] = a

Observe que,
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Portanto, um teste mais poderoso de nivel o é dado como segue

em que k' é tal que Epy,[¢*(

Portanto,

0@ = {

Assim, usando o fato que se X; ~ Laplace(0,6), entdo |X;| ~ Exp(0,6),

X)] =a.

to

Sendo assim, pelo LNP, o teste dado por
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é mais poderoso de nivel « para testar H* : § = 0y contra K* : = 01 (01 > 60p). Como isso vale para todo 6; > 6y

e o teste ndo depende de 61, entao ele é¢ UMP de nivel « para testar H*
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:0 =0y contra K : 60 >0 .
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Além disso,



Como 0 < 0y entao %0 > 1, logo

. 0
Eg[¢*(X)] =P (XQQn > ;ql_a> <Py (X3, > qia) =, V0 < 6
Assim, concluimos que o teste ¢*(z) é UMP para as hipoteses H : 6 < y contra K : 0 > 6

(b) Obtenha o teste da razao de verossimilhangas de H: § = 6 contra K’ : 6 # 6, de nivel «a.

Seja L(0; x) a verossimilhanga de X com densidade pyp(x). Definimos Q2 =6 > 0e Qy = 0 = 6y, onde 6y > 0.
A razao de verossimilhancas generalizada é .

supgeq L(0;2) — L(0,x)’

em que 0 é EMV de 6.
A funcéo de log-verossimilhanca para 6 é dada como;
1 n
(0, ®) = log(L(6; )) = —nlog(20) — Zl A

Portanto, valem as seguintes 2 equagoes:
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Dado que 9 (2’”) < 0, conclui-se que §# = 13" | X;| é o estimador de maxima verossimilhanca
0% =1y al et

“n i=11"7

— 0 =

para 6. Assim:
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O teste de razao de verossimilhancas rejeita H se

ANX) < k,k €[0,1].

sabemos que a funcao exponencial é uma funcao estritamente crescente, entao, rejeitamos H de modo que;
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Seja T = %00 > 1| Xil|, podemos escrever a razao de verossimilhanga como uma fungao de T.

ft)=t—1log(t) —1>k*
Analisamos o comportamento de f(t);
e SeT — 0= f(t) = oo, isto &, t = 0 é assintota vertical.
e Set—o00= f(w) = o0
e fl(t)=1+21=0= w=1,isto ¢, w=1é& ponto critico de f(%).
o f(t) = —t% < 0,logo f(t) é fungao convexa.

A figura abaixo mostra a fungao f(t), e o teste rejeita H se T < ki ou T > k3, ou seja, se A(X) < k, e
Ep[¢(X)] = a. Assim



Regides de Rejeicdo e Nao Rejeicéo para f(t) = t — log(t)

f(t)

Nao Rejeita Rejeita

o = E90[¢(X)] = PHO (i‘Xz’ < kf) +P90 <i ‘Xz’ > k;)

=1 =1
2 <& 2k 2 & 2k
:pgo(ezm 1)+p90(z\xr )
=1 =1
ok 2k
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0o 0o
2ky 2k3
= 90 = 4o % d1—as
a 0, -
= kj = 0 e by = 1

Portanto, concluimos que o teste da razao de verossimilhancga de nivel « é:

Ooq 0oq1—
M) = { 1 se S foil < e on S ] > P

0, c.c.

Especificamente, considere ay = ap = §.

(c) Obtenha uma quantidade pivotal que depende dos dados apenas através de uma estatistica
suficiente minimal e determine um intervalo de confianga para 6 com coeficiente de confianga 1—qa; o €

(0,1).

Verificamos que Y - ; | X;| ¢ uma estatistica suficiente minimal, pela familia exponencial;

@) = g e {é > |xz-|} | R

_exp{ 1 |x;| + nlog(20) }HH( o0,00) (Ti)
=1
= exp{nT(x) — A(n)}th(x)

isto é, a familia de possiveis distribui¢oes de P pertence a familia exponencial unidimensional na forma canénica
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O espago paramétrico canénico é definido como A = 7 :n € R™ e inclui intervalos abertos unidimensionais.
Em outras palavras, existe um subconjunto B C A, onde B =a <n < b, com —oo < a < b < 0. Neste contexto,
o parametro candnico 7 e a estatistica suficiente T' ndo estao sujeitos a restrigdes lineares. Assim, a familia de
distribuicbes possiveis para o vetor aleatéorio X forma uma familia exponencial de posto completo. Isso implica
que a estatistica T = T(X) = Y 1" | | X;| ¢ completa e suficiente para P, o que significa que T'(X) é também
minimalmente suficiente. Portanto, a fun¢ao Q(X, ) depende de X apenas através de uma estatistica suficiente
minimal.

Entéo, seja Q(X,0) = 23" | |X;|, com Q ~ X3, do item (a), uma quantidade pivotal(Q). Assim, um intervalo
de confianga para 6 com nivel 1 — « é dado por;

Py(ga; < Q < qi—an) =1—«

2 n
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=1
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em que g, é o quantil a da distribuigdo X3,. Assim, se definirmos a; = ag = 5, temos que,

231X 22, rxa]

a1-« qg

IC00(1-a)%(0) = [

(d) Obtenha um limite superior de confianga uniformemente mais acurado para 6 com coeficiente
de confianca 1 — a.

Seja 0 < Oy < 61 e considere a razao de verossimilhangas a seguir:

1 1
Do, WGXP{_E Z?:I ‘$Z|}
Doy wexp{—% Z?:l ‘l’z‘}

SORS (R

A fungdo pg(z) possui uma razao de verossimilhanga monétona em ¢ = 37", |z;|. Como Fy(t) é continua em
t e 0, existe um limite superior de confianga, 6, para 6, com nivel de confianga 1 — «, que é uniformemente mais

acurado pode ser encontrado resolvendo

Fg(t) :a:>P9( t) =

EENVAN



Se qq ¢ o quantil a da distribuigdo X3, entdo

~ 2T
0(T) = —
(T) “
Questao 5.
Sejam X7, ..., X, uma amostra aleatéria de uma distribui¢ao U (0, ).

(a) Mostre que, para testar H : 6 < 6y contra K : 6 > 6y, qualquer teste para o qual Ey, (¢(X)) = «,
Ey(¢(X)) < a, para 0 < 0y, e ¢(x) = 1 quando max(xy,...,z,) > 0y, ¢ UMP de nivel a. Sugestao: Use o
n

Lema de Neyman Pearson, com k = 9—°> :

Observe inicialmente que

1 1
po(x) = on H Lio,0)(75) = %I(m(n)m) @), z=(z1,.-.-,2n), T(n)=max(x1,...,Tp)
j=1

Pelo Lema de Neyman-Pearson, um teste que satisfaz

1, pi(x) > kp,(x

sy =4 L PR ) = a 1)
07 pl(l') < kpo(x)

é MP para testar H* : § = 6y contra K* : 0 = 01(61 > 6)).

Assim, note que

1
o7
97’1

0
~ @I(x(n),oo)(al) > kI(m(n),oo) (60)

1
d)(x) =1 I(m(n),oo)(al) > k(il(x(n),oo) (90)
Oyn)

0

n
usando k = <z—?) , temos que

~ I(m(n),oo)<91) =1 e I(x(m,oo)(GO) =0
= Tp) < 0 e T(n) > 0y, com 601 > b6y

= T(p) > o
(6]
1 1
o(z)=0< @I(m(n)po) (01) < k@I(m(n)’m)(Qo)

oo
~ @I(r(n),oo) (91) < kl(m(n),oo)(eo)

n
usando k = (9—0) , temos que

1

¢($) =le I(ac<n),oo)(91) < I(x(n),oo)(eo)
<~ I(m(n)m)(el) =0 e I(m(n),oo) (00) =1
S xm >01 e x4 <0y, com O >0 (impossivel)

logo, um teste que satisfaz ¢(z) = 1 quando z,) < 0 e Ey,(¢(X)) = a é MP para testar H* : § = ¢ contra
K*:0= (91(91 > 90).



Considere o teste
{1, se () > cty, c€(0,1)

0, cc

em que c é tal que Ep,(¢(X)) = a, logo,

PQO (X(n) > 690) =«
&1 - PQO(X(TL) < 000) =«

Assim, o teste

0, cc

() = {1, se T(n) > (1-— a)l/”OO

é MP de nivel « para testar H* : § = 0y contra K* : § = 01(0; > 6p). Como isso vale para todo 6; > 6y e
o teste nao depende de 61, entdo ele ¢ UMP para testar H* : § = 6y contra K : 61 > 6y. Além disso, para
0 < 907

Eg($(X)) = Po(X(m) > (1= a)"/"0g) = 1 = Py(X(ny < (1 - )/"00)

Se (1 — )™y < 6

_al/n " n
Eg(qﬁ(X))—l—(W) —1—(1—04)(900) <l-(1—-a)=«

o o
pois 7 > 1.

Se (1 —a)/"0y > 6

Ep(9(X)) =0 <«

Logo, como Ey(¢(X)) < a, o teste ¢(x) ¢ UMP de nivel « para testar H : < 6y contra K : 6 > 6.

(b) Mostre que, para testar H: § = ) contra K : § # 6, o teste ¢(x) = 1 quando max (z1,...,z,) >
6y ou max (z1,...,x,) < fpa/™ e ¢(x) = 0, caso contrario, ¢ UMP de nivel a. Sugestao: Considere
separadamente 3 situagoes: (i) H : § = 6y contra K; : § = 6; > 6p; (ii) H : 0 = 6y contra
Ky : 0 =61,000' /™ < 0 < 6; (iii) H: 0 = 6y contra Kz : § = 0; < fpa'/".
Considere testar H : 0 = 0y contra K** : 0 # 0y com o seguinte teste
1
< n
o (x) = 1, quando ZL‘(n)l> o ou z () < boax 2)
0, quando Gparn < x(y) < by

Para testar H contra K** consideramos separadamente 3 situagoes:

i. H contra K7 : 6 =61 (61 > 69).
ii. H contra Ko :0 =0, (90(1% <6< 90).

ili. H contra K3:60 =0, (91 < 9004%>



Caso (i): H contra K;:60 =01 (61 > 09) :

Pelo lema de Neyman-Pearson no item (a), qualquer teste que satisfaga as condigoes 1 é um teste MP de
nivel « para testar H contra Kj. Verificamos que a primeira condi¢do da equagao 1 é satisfeita por (2),
restando verificar so a segunda condigéo de 1 usando a fungdo poder a seguir:

B(0) = Egl¢™ (X))
=F (X(n) > 90) + Py (X(n) < 90(1%>
=1—F (X(n) < 90) + Py (X(n) < (9004%>

n

=1— [Py (X1 <) + [Pe (Xl = 900‘%)]
Sy ()
—1_ (?)n(l—a).

Sabe-se que Ey,[¢*(X)] = «, pois Ey[¢p*(X)] = a para todo § € Qp. Concluimos, entdo, que o teste na
equagao 2 ¢ MP de nivel a para testar H contra Kj. Portanto, ¢ UMP para testar H contra Ki : 6 > 6.

Caso (ii): H contra Ky : 0 =0, (0004% <t < 90>.
Pelo lema de NP, de forma andloga ao item (a), tem-se o seguinte;

Do, (a:) > k‘pgo (:II) — 6y < Z(n) < 0.
n
Assumindo k = <g—‘;) , a condigao by < x(,) < 6 & impossivel, pois, por hipotese, 61 < 0p e 01 < Oy < z(y,)
também nao ocorre. Pelo lema de Neyman-Pearson, o teste de nivel a mais poderoso para H contra Ko
satisfaz essas condigOes.

¢*(x) = 0, quando () > 01 e,
Egy[¢"(X)] = a.

Observamos que a equagao 2 satisfaz ¢*(x) = 0 quando Ty > 01 > QOa%, com 61 < fy. Similarmente ao
caso (i), o teste em 2 para H contra Ky possui nivel a, ou seja, Fy,[¢*(x)] = a. Concluimos, entdo, que o
teste em 2 é MP de nivel o para H contra Ko, sendo UMP para H contra Ko : 9004% < 0 < 0.

Caso (iii): H contra K3:0 = 6; (91 < Goa%).
Pelo lema de NP, de forma anédloga ao item (a), tem-se o seguinte;

Py, (x) > kpgy(x) = 0o < 2() <1
Py, (x) < kpgy(x) = 01 < 2) < bo.
n
Assumindo k£ = (g—g’) ; a condigao Oy < x(,) < 61 € impossivel, pois consideramos que 61 < Hgoz% < fy. Além
disso, a condigao 61 < 6y < x(,) também nao ocorre. Pelo lema de Neyman-Pearson, qualquer teste que
satisfaca essas condigoes é MP de nivel a para H contra Kj.



¢(x) =0, quando z(,) > 0y e,

Ego[0(X)] = .

Considere assim, o teste

O poder do teste ¢/(x) é dado por:

By (0) = B [¢/(X)] .V (01 < oo )

Py (X () < 61)

(07

Pg X1 < 91]

o 1

)
)
) )
)

(x) é dado por:

I
Q

=«

N?N?N?M?

Por outro lado, temos que o poder do teste ¢*

Bj(0) = W(HV%ﬁwﬁg%ﬁ>
= Py, (X(n) > tho) + P, (X(n) < Goa%)
=Py, (X(n) < 906365)

- 1 (32 <)

Na terceira igualdade sob K3, temos Pgl(X(n) > 0p) =0 com 6; < Goa% < fy, o teste ¢ tem o mesmo poder
que um teste MP de nivel «, ou seja, B;(G) = By/(0). Assim, ¢ é também um teste MP de nivel a para
H contra K3. Como vimos no caso (i), Eg,[Bj ()] = a. Concluimos entdo que o teste em 2 é MP de nivel

«a para H contra Ks e, portanto é UMP para H contra K3 : 67 < 9004%, j& que a decisao de rejeitar H
independe do valor especifico de #; para rejeitar H quando 6y > 6.

Por fim, % é um teste UMP de nivel « para testar H : 6 = 0y contra K7 : 60 > 0y, K> : Hoom <0<y eKs:
01 < fpan. Logo, é também um teste UMP de nivel « para testar H : § = 0y contra K** : 0 # 6.

7.Sejam X,..., X, varidveis aleatdrias independentes tais que X; tem distribuicao expo-
nencial de média (A\3")~'; A > 0, 8 > 0. Suponha que 3 & conhecido.

(a) Encontre um limite inferior de confian¢a uniformemente mais acurado para A com coeficiente de confi-
anca 1 — a.

10



Observe inicialmente que
pa(z) = H A3 exp{—z; A3} = \" exp{—)\inﬁi} Hﬂi, x=(x1,...,2y), A, 0B>0,0 conhecido
i=1 i=1 i=1

Assim, a razao de verossimilhangas é dada por

Py Atexp{-M YL @B 1, 8 ()‘1>n exp {()\1 — o) ﬁ 52}
=1

Pro  Mexp{-Xo i wB I B \ o

Assim, py,/py, tem razdo de verossimilhanga monétona em T'(z) = — > °, z;8". Além disso, como
F,(t) ¢ fungao continua em cada variavel ¢ e § quando a outra esté fixa, entao existe um limite inferior
de confianca uniformemente mais acurado A para A com nivel de confianca 1 — a como solugao de
F\(t)=1-a.

Observe inicialmente que, como X; ~ Exp((A\3")~1), fazendo Y; = X;/°, temos que

P(Xif' <y) = P(Xi <y/B') = Fx,(y/5")

assim

P(Y; =y) = A3'exp {—ﬁyﬁxﬁi} Blz = Aexp {—yA}

logo, Y; ~ Exp()), entdo > i, Y; = >0 | X;8° ~ Gama(n, \), e 2X Y 1 | X;8" ~ x3,. Desse modo

FA(t):l—Oé@P)\(TSt):l—Oé
n
& Py (ZXiﬁi§t> =1-a
i=1
n .
& Py (inﬁw—t) —1-a

i=1

& 1-— Py (ZXzﬂig—t> =1-a

i=1

& Py <2A2Xiﬁi < —2)\t> =a

i=1
& P (X%n < —2M) =«
Sendo X%n,a o quantil a de uma distribuigdo qui-quadrado com 2n graus de liberdade, temos que

Xona _ Xona
2t 230 Xip

—2Xt = X%n,a SA=—

Mostre que A" X;3" é uma quantidade pivotal.
Observe que, como X; ~ Exp((A3")~!), entdo para Y; = X;3¢, temos que

P(X;8' <y)=P(X; <y/B") = Fx,(y/B")

assim .

P(Y; =y) = A3"exp {—Bi)\ﬂl} @ = Aexp {—yA}
logo, Y; ~ Exp()), assim > | Vi =Y | X;B8" ~ Gama(n, ), entdo AY 1 ; X;8" ~ Gama(n,1).
Portanto, com A Y7 | X, 3" é funcao da amostra e do parametro \, mas sua distribuicdo nao depende
de A, concluimo que A Y% | X; 3% é uma quantidade pivotal.

11



(c) Construa um intervalo de confianca para A com coeficiente de confianga y baseado na quantidade pivotal
dada em (b).

Usando o fato que 2AY 7" | X;B" ~ x3,, podemos contruir um intervalo de confianga para A com
coeficiente de confianca 1 — o dado por:

n
ﬂ(ﬁmuS%E:&WSX%m>=1—a

i=1

X% X2
P e a2 ) g
(2 S XS S I X

Assim,

X5 X3
ICAN1—a)= nA L -
SN P v by yas e

Para a; = ag = /2, temos

2 2
Xon,a/2 Xon,1—a/2

200 X 230 X |

(d) Suponha que, a priori, A tem distribui¢do gama de parametros a > 0 e b > 0, e fungao densidade de

probabilidade
A
A A lexp e —= A > 0.
= er i} 4>

Encontre o estimador de Bayes de A sob perda quadratica.

IC\1—a)=

Primeiramente vamos obter a distribuigcao a posteriori, dada por

T(Alz) = f(z[A)(A)
_ A
oo [l e {5

-1
)\n—l-a—l Y ; % - A b
x exp{ (;xﬂ +b)}’ ,a,b,6>0

Observe que A|z ~ Gama(n +a, Y 1 28 + 3)
Assim, sob perda quadratica, I()\,d) = (d — A)?, o estimador de Bayes é dado por

n+a

Y wift g

(e) No contexto do item (d), suponha que a é inteiro (a > 1) e obtenha um intervalo de credibilidade para
A da forma (A, +00) com probabilidade 1 — a.

Usando o fato que Az ~ Gama(n + a,> 1, ;" + %)7 entdo 2 (37, @B + %) X Az ~ Gama(n +

a, 1/2) X2(n+a) assim, temos que

o(z) = E[Mz] =

P()\|x25\>:1—a
<:>1—P<)\\x<5\>:1—04

<:>P()\|a:<:\>:oz

( (ZW )Mx < (ZW ) x) a
e (Xg(w) <2 (; i + 2) x) —a

12



Assim,
- i 1) 2
2> @b+ 5 | A= Xatmta)a
i=1
em que X%(n ta)o representa o quantil o de uma distribui qui-quadrado com 2(n+a) graus de liberdade.

2
X2(n+a),a

A= : .
2 (Z?:l i3 + %)

13



Questao 9. Considere uma tnica observagao de uma variavel aleatoria X.

(a) Use o Lema de Neyman-Pearson para encontrar o teste mais poderoso de nivel o de H : X ~ U(0,1)
contra K : X ~ Beta(1,b), sendo b > 1 fixado. Se o = 0.05 e foi observado = = 0.1, qual é sua decisao?
Qual ¢ o nivel descritivo (p-valor) do teste?

Resolucao
Pelo lema de Neyman Pearson podemos definir o seguinte teste.

o(z) = 1 se fx(x) > kfu(x) (regido de rejeido de H)
= 0 se fx(z) < kfg(x) (regiao de nao rejeido de H),

que para
EH[@('Z‘)] = Q,
é um teste mais poderoso de nivel a para testar H contra K.
1 - _
(@) = e =0 Tap(@ >0 ¢ fulr) = Toy(@)
fr(@) > kfu(z)
1 - _
Sy =0 Ty (@) > Hoa(e). >0
1 - _
T ®) "1 —x) 11(0,1)(37) > kIp1)(x), b>0
T(+b)
1+0b
&UH% T =2 o (@) > Ko y(@), 5> 0
b! _ 3
m‘rl M1 —2)" g1y (2) > kg1)(), b >0
b(b—1)! 3
((b — 1)) 21— )’ 11(0,1)(30) > kI 1y (x), b>0

b(1 — )" 'L(o,1y(x) > kL (g 1)(x), b> 0
b1 —z) >k b>0

(1—z) 1> k b>0

k/
z <k
1 sex <k
o(@) = {O se x> K,
Enl¢(z)] = o
Py(z<kK)=a

kl
/ dz =, H: X ~U(0,1)
0

k/

0
E=a

X

14



Assim,

0 sex>a,

gb(a:):{l se <«

é um teste mais poderoso de nivel « para testar H : X ~ U(0,1) contra K : X ~ Beta(1,b), sendo
b > 1 fixado.

Sex=0,1ea=0,05tem-se:

1 se0,1<0,05 (absurdo!
ola) = { (absurdol

0 se0,1>0,05 (regiao de nao rejeiao de H)

logo, nao ha evidéncia para rejeicao de H, pois 0,1 esta na regido de nao rejeiao de H.

valor-p p(z) = inf{a: z € S, }, onde S, = {z : x < a} & regido de rejeigao.

p(z) =infa:z € S,

p(z) =inf{a:0 <z < a}

p(r) =inf{a:0< 0,1 < a}

p(z) =0,1

Como p(z) = 0,1 > 0,05, ao nivel de significancia de 5%, nao hé evidéncia para rejeitar a hipotese H.
O teste obtido em (a) é uniformemente mais poderoso de H : X ~ U(0,1) contra K’ : X ~ Beta(1,b),
b > 17 Justifique.

Resolugao

Sim, pois conforme descrito em a) o teste ¢(z) era mais poderoso, de nivel «, para testar H contra K.
Ademais, ¢(z) nao depende do valor de b > 0. Assim, o teste ¢(z) é uniformemente mais poderoso
para testar H : X ~ U(0,1) contra K : X ~ Beta(1,b),Vb > 0, ao nivel de significancia de a, como
mostrou-se em a) Ex[¢(x)] < a.

Existe teste uniformemente mais poderoso de H : X ~ U(0,1), contra K” : X ~ Beta(1,b), b # 17
Justifique.

Resolugao

Sejam as hipdteses:

i) H: X ~U(0,1) contra K : X ~ Beta(1,b1), by > b > 1. Podemos definir o seguinte teste.

2) = 1 se fx(x) > kfg(x)
¢(x) {0 se fr(x) < kfp(x),

1 - p—
fr(z) = B(17b1)x1 1 —2)" M Mp(z), by >b>1 e fulz) =Ip(x)
fK(JS) > k‘fH(:U)
1 1-1 by —1
B(l,bl)x (1 —2)" L) (x) > kL) (x), b1 > 1
1 - —
et (= 2)" (@) > KLy (), by > b > 1
T(1+b1)

analogo ao que foi feito em a)

1
k\ -1
1— (=
x < <b1>
—_——

k/
x <k
1 sex<k
€Tr) =
¢(@) {0 se x> kK,
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k‘l
/ dx =a, H: X ~U(0,1)
0

k/

/
k=«
Assim,

gb(x):{l ser <«

0 sex>a,

é um teste mais poderoso de nivel « para testar H : X ~ U(0,1) contra K : X ~ Beta(1,b1), sendo
by > b > 1 fixado. Como ¢(z) nao depende do valor de by, o teste ¢(z) é uniformemente mais poderoso
para testar H : X ~ U(0,1) contra K : X ~ Beta(1,b),vb > 1, ao nivel de significancia de «.

i) H: X ~U(0,1) contra K : X ~ Beta(1,b1),0<b; <b<1.

ey 1 sex<k/b
(ﬁ(:):)—{() se x> k/b,

Ey, [¢(z)] = Pu(z < k/b)
— (by/b)k =
k= (b/bi)a
se T ba
s -{y 2o

0 se x> gy,

gb*(x):{l se x < 3

S a
0 sex> g,

Como pode-se observar, o nosso teste ¢*(x) depende de by. Assim, tem-se os seguintes casos:
a) 0<b <1:
O teste ¢*(x) = 1 rejeita para maiores valores de z, pois menor valor de by, maiores valores para %.
b) by > 1:
O teste ¢*(x) rejeita para menores valores de x, pois maior valor de by, menores valores para %.
Estes dois casos mostram que o comportamento da func¢ao de teste ¢*(x) esta diretamente relacionado
ao valor de by, e ndo ha um tnico ponto de corte que funcione uniformemente para todas as alternativas
bl.
Portanto, ndo existe um teste uniformemente mais poderoso (UMP) para para testar H : X ~ U(0, 1),
contra K" : X ~ Beta(1,b), b # 1, ja que a fungao de teste ¢*(z) depende do valor especifico de b.

11.) Sejam X1, ..., Xin, observagdes independentes de distribuigdes normais de média y; e variancia o? para
1=1,2; 1, € R, O'%,O’% > 0.

(a) Obtenha o teste da razao de verossimilhangas de H : pu1 = uo versus K : puj # po de nivel a (com

0 < a < 1), supondo que a% e O'% sao conhecidos.
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Resolugao

fl(l.?ul’U%): B 26Xp{ 2 2('1._“1)2}
TOY 1
ind _ni 1 ni
fi(x, m,of) = (2m0) 2 exp{—5—5 ) (zi1 - m)*}
1 =1
1
f2($7ﬂ27‘7%) = ) exp{— 2(.%' /’L2>2}
\/2mos 205

ind _ng 1 n2
fo(@, p2, 03) = (2m03) " 7 exp{—-—5 Y (w2 — )’}
205 P

ind _ny 1 ! _n2 1
f(@1is pa, po, 07, 07) "= (2m07) " 2 exp{—ﬁ Z(:vil —p1)?} x (2m03) " 2 eXp{_ﬁ Z(ﬂm
1 =1 2 =1

nd _m _ny 1 1 &
L(:Bliaﬂla /1,2) lg (271'0'%) 2 X (27’[’0’%) 2 exp {_M Z(Izl - 'U’1)2 B T‘% IZ;(LEIQ - HZ)Q

1 &
Uy, o, 03, 03) = —?log (2m03) — —= log (2m03) — 2 Z ~ 3.2 Z(xﬁ — p2)?
2 =1
Sob Hy p1 = po
2 2 ni 2 n2 2 RS 2 1 2
U(p,07,03) = D) (27”72) ) (27“72) - T‘% Z(le — ) - 202 (Ti2 — p)
=1 i=1
dl(p, 02, 03) 1 & 1 &
— === @a—pw(=1) - =D (w2 —p)(-1)
WAL A2
dl(p,03,03) 1 & 1 &
TULILIL) _ 25 =)+ 5 D (w2 = 1)
dQE 2 2
W = _7”% - @ < 0, logo existe estimador de méxima verossimilhanga (MV) para p
1 o? o3
dp
1 & 1 &
?Z(l'll ,[L)_F?Z(mﬂ_#) =0
1 =1 2 =1
1 & n u n u
1 2
7D T o2 Z T2 = =0
of = o?
niy ng
_72#_7“ 22“511 225”22
oi 03 P
ny N2\ .
(U% +O_§> p= ?zxil‘f‘ ?inz
A 2 >ty mit + 2 Dty Tiz
M - n n
(i +2)
1 2
n;xl + n;g?
e 1 2
:u‘ = ni no
of ' o3

Sem restricao de H
= X1 e jig = Xy, pois sabe-se que a média é estimador MV para p
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sup,ce, L1 | 21, 22)

Mz, x2) = suppeo L1 | w1, 22)

Az, x2) = (2%0%)::21 - (ZWU%):E P {_% Xty (wn — ) = ﬁ >z (wig — /1)2}
(2mo?)” 2 x (2m03) 2 exp {—ﬁ S (@ — fun)? — % S (4 — ﬂ2)2}
b {_ﬁ ity = 1)* = g 32 (w2 — ﬂ)Q}

Mz, z2) = 1 2

exp {—ﬁ Yty (@i — n)? = g7 332 (w2 — /12)2}
RS o1& c2 L 2, L - N2

A(@1, T2) = exp ] Z(évn — )"+ 952 Z(l’il — )" - 202 Z(%’Z - )"+ 952 Z(ﬂm — f2
13 914 92 i3

)\($1, 262) = exp {A + B}

1 1 & 1 & 1 &
A= _ o 2 _ B—__— S )2
20% Z(l‘zl 2 z; zi — 1)’ e 207 ;(%2 ) + 203 ;(mzz fi2)

ni
(Z%—%szﬂrz ) 12<Zw11—2mzwu+2u1>
1=1
- 2%2 (—zx?1+zﬂzm DD DERE R L)
1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

1
A= 252 (2un1x1 — nl,u — 211 + nl,ul)
01

2
207
ni A~ ~2 -2
A= 203 — i — 7
20% ( 1)
ni
A=—— (-242 + (i* + 27)
201
ni 12
A=-" (@ - )
207
2
nlxl ngzg
A B niy _ ‘71 + 02
T 952 1~ g | ng
1 o’% O’%
nlxl 4 nQ.Z’1 _ niT1 _ n2T2 2
A _ n 0'1 02 U% 0%
T 252 oo+ 2
1 o‘% o’%
T1 _ moZa\ 2
A= 1 a% U%
2 ni na
20'1 0_% + U%
) ~ N2
A ninsy 1 — T2
20.20.4 ni + nz
192 \o? T of
o /- \2
) ne ,_ N nan L2 — T1
De forma analoga, B = -0 (T — M)Q =53 14 n2 | N1
205 20501 \ 2t o2
2 1
2 7 _t 2 T w0\’
@1, T2) = exp e e A b
1,L2) = 5924\l n - 2 4| n n
2g10'2 o_—%—i—;% 2020'1 0'7%4_07%
1 2 2 1
2 = =\ 2 2 T 7\
A(x1,x2) = exp ning [ 1 — T neny [ 1~ T2
1,L2) = 5.2 4\l m na - 2 4\ no ni
20-10'2 U—%—l—g 20’20'1 Uig—’_aif

Rejeita-se H, se: A(z1,x2) < ¢, c € (0,1)
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ning

exp
20%03 =

exp

2
93

nin2

ning
2

2 2
20705

> nga% + ’I’L10’%
ofoy | oioj
_ _\2 1
(331 - CL'Q) nino
2 2 1
n207 + N10y s

L@ =3
2 o? o2
2.2

(T — )

2 2
o 4 9
ni n2

1—- Py

19
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P —<d|=1-a
91 93
ny | ng
Py [X% <c”} =1—-«a
2
"= X1, 11—
1 se (“2 ””2) > X1 1—o (Aqui o teste rejeita H)
91 72
o(z,y) = o)
0 se (?2 12) < X1 1—o (Aqui o teste nao rejeita H)
1 72

b) Obtenha o teste da razio de verossimilhancas de H : 62 = 02 versus K : 02 # o2 de nivel a.
G 1 2 1 2

Resolucao

n

ind _ny 1 n1
fl(w,/ih‘f%) = (27“7%) ? GXP{—T,Q Z(Hfz‘l —M1>2}

fo(@, p2,03) = (2m03) " 2 exp{—iz Tin — p2)?
ind 2 - 2 -T2 1 -
L(@ys, p1,p2) = (2m07) 2 x (2m03) % exp ~357 (i1 — Z (22 —
1i=1 i=1
(a1, pa, 07, 03) = —7103(01) - ?10?) a3) T 22 Z zi — )’ - Z Tig —
=1
Sob Hy 0? = o3
n n 1 -
1 2
Upa, pig, 02) = -5 log (0%) — ?log (0?) - 292 (i — Z Tio — p2)?
i=1 i=1
dﬁ(ul,ug,UZ) niy no 1 L 1
T d? T 307 27 Tger 2 ) TZ“W
i=1 =1
d*0(py, po,0%) g no 1 & 1 & . .
W = 51 + 291 " 53 Z(le — 1) — s Z(l‘lg — 12)? < 0 logo existe estimador MV
i=1 i=1
dg(ﬂ17ﬂ27‘72> =0
do? -
n n 1 &
1 2
557 g2+ ggr 2w —m)’ + Zm‘m =0
i=1 i=1
niy no 1 s 2 2
—@ - @ = —@ Z(%l - Hl) + Z($z2 - /1«2)
i=1 i=1
1 R =
552 (n1+n2) = By Z(le — )+ Z(ﬂm — p2)?
i=1 i=1
ni n2
(1 +ng) 6% = [Z(ﬂﬁﬂ —p)* + Z(ﬂfz? - N2)2]
i=1 i=1
M (i — )+ 2002 (w4 — fi2)?
52 = [Zl_l( i~ i) +Zl_1< 2~ fi2) ] estimativa viesada
niy 9
. Mo(wa — )+ Y0 (e — fi2)?
ox2 — §2 = [Ez_l( i ,u1)+ ZZ;( 2 = fi2) ] estimativa nao viesada
ny ng —
2 g2 (m—DSE+(no —1)S;
ni+ng —2
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Sem restricao de H

M (i — fn)? 2 (zi2 — f12)*
52 = Lz (@i = ) e 63 = i1 iz = fiz) , ja é de conhecimento
n1 no

Q>

Q

No entanto estas estimativas sao viesadas para a varidncia

A N2 A \2
? Sf _ Z?:H(xn — fi1) o &*3 _ S% _ 2221(1‘1‘2 — fl2)

, estimativas nao viesados
ny — 1 ng — 1

g

SuP,eo, L(o | 21, 2)

A Ir1,T) =
( ) SUpyece L(o | 21, x2)
A2\ "3 A2\ "% . .
(2n0") 7 x (200"") 7 exp {— L T (i — ) — Sk Y2 (i — )}
A1) = L2\ T L2\~
<2WU*1> X <27“7*2> exp {—2 5 Yk (e — 1) = i Y2 (i — ﬂ2)2}
o*] 20*,
- _n2
(5*2) ? % (5*2) ’ exp{ o 1, = (n1—1)St — - - —~(n2 — 1) 5’%}
A1, 22) = 2 T, A2 _m
(1)~ % (05) exp{_%g?ml g2 - 21 0y — 1) sg}
n1 n
(m—1)S2+(ne—1)S2\ "2 [/ (mi—1)SP+(na—1)SZ\ ~ % { 1 1 _ 2}
:Cl 2132 n1+n2 2 n1-1&-n2—2 2 exp *2 (77,1 ) 6*2 (nQ 1)S2
) 2 1
S5 exp{ 357 (n1 —1)52 - 552 (ng — 1)53}
S2 4
A1, @2) (-1 s2+(n2 1)s2 (11-1)52 1 (n,—1)S2 X
ni+ng—2 nit+ng—2

exp{ 252 (ng —1)S% — 252(7”@—1)5%}

exp{—f np—1)— %(ng -1)}
(n1— 1) ni+ng— 2)52 (ng—l)(n1+n2—2)S§ }

77«1 152 _ (n2 1)32
exp (n1—1)824(ngy—1)832 (n1—1)S2+(ny—1)S2

ny+ng— T n{+no—2 ni+ng—2
exp{

((n1—1)S2+(n2—1)52)  2((n1—1)S?+(na—1)53)
exp{—3(m —1)— i(no — 1)}

[(nlfl)SQ (ngfl)SQ](n1+n272)
4 eXp{_ 2[(n171)52+(n271)52]

N exp{—f np—1)— ( 2—1)}
exp {—7("1%7’272)}

A=
1
exp{—3[n1+n2— 2]}
A=1
S? S2
_ 1 2
Al@1, 22) = (n1—1)S7+(n2—-1)S3 (n1—1)S7+(n2—1)53 <1
ni+ng—2 ni+ng—2
2 2
)\(ml mg) = Sl 52
’ (n1-1)S7+(n2—1)S3 (n1—-1)S7+(n2—1)S3
ni+ng—2 ni+ng—2

Rejeita se A\(x1,z2) < ¢,c € (0,1)
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3
=
3

o

2 2
2 2
St S5 e
(nl—l)sfﬂ-(nz—l)SQ (nl—l)Sf—l—(nz—l)Sg
ni+ng—2 ni+ng—2
2 2
Sl SQ < C/
(77,171)5%4»(”271)52 (71,171)3%4»(77,271)3%
ni+ng—2 ni+ng—2
(n1—1)5% (no— 1)5
ni—1 no—1 ’
<c

( (n1—1)S7+(n2—-1)S3 )

ni+ng—2

(e85 (e24%)

((mﬂ)sfﬂnrnsg ) 2~ na=lm—1)

ni+ng—2
((nlfl)S%) ((ngfns%)
o(z) = 1 se (:11:125%“”212);; 4 <cou >’
- (=)
0 cc
E[¢(z)] = o

N (st (st _ |

((n1—1)5§+(n2_1)53>2

ni+ngs—2

[ ((n1—1)55> <(n2—1)53> 1
1— Py m-l 2l >

(n1—1)52+(n2—1)53 ) 2 -
L ni1+ng—2
[ ((n1—1)52Y [ (na—1)S2
PH ni—1 no—1 > ¢ —1_a

ni+ng—2

_ ((nl 1)S2+(na— 1)s2> - _

/
c = F(nl—l,ng—l,l—oa)

(n1—1)5% (ng—1)53
1 m n2 < F, > F] a1 + o «
se _ 11— ou _ 11— =
¢([L‘) _ ((”1_1)5?:'(”22_1)5%)2 (nl 1,'!7,2 1,1 011) (TL1 I,TLQ 1,1 ag) 1 2
nitng—

0 c.c

(c) Suponha agora que as variancias sio desconhecidas, mas iguais (isto é, 07 = 03 = 02), e refaca a parte
(a).

Resolugao

n

fi(z, p1,0%) ind (27702)77

N

eXp{—f Z

n2

ind _ng 1

fol@, p2, o) = (2m0®) " 72 eXP{—f (zio — p2)?}
=1

F(@1s 2y ind (o 2y='3 _Lm s (9702 R el N )2

10, i1, fi2,0°) = (2m0%) 2 exp{ (w1 — p1)*} x (2m0”) 2 exp{ 552 (zi2 — p2)°}

=1 =1
ind 2\ — 5t o\ — 2 1 —
Ly, 1, p2) = (2m0°) 2 x (2m0”) 2 exp —@iil(fﬂn 2022

22



ni

n n 1
€(u1,u2,02,02) = —?1 log (27702) — ?glog (27ra2) ) ;(%1 Ml T 552 Z (wio — ,U2
Sob Hy p1 = 2
((p,0%) = _m log (27?02) - — log 271'0 - Z x _ i(x — )
9 2 2 2 il — 20_2 — 2

W) Z 5~ (1)~ 2 (e — (1)
=1

du

dl(p, o?) B 2
T 022(%1 — )+ 02;(%2 — )

P, 0®)  m

ng
—— — —5 <0, logo existe estimador de maxima verossimilhanca (MV) para

au2 o2
dl(p,o°)
P Ut Ay o
dp
1 1 &
72%1— 22<m—ﬂ>=0
i=1 =1
n M = nafi
1 2
DR Ly
2 Z Ti1— 2 ;1'12 02

Ziﬂu—nlﬂ + 2%2 —noji =10
i=1 ;
(n1 4+ n2)f Z$12+Z$11

= Tl -I- Zizl Tiz  M1T1 + el
ny + n9 ny + ng
Sem restricao de H

fi1 = X1 e iy = Xo, pois sabe-se que a média ¢é estimador MV para p

(5'2 _ [Z?:ll(le - ,&1)2 + 2?221(%2 — I&g)Q]

estimativa viesada

ny + n2
. (@i — 1)? A+ 2002 (i — fi2)?
0*2 =52 = [21—1( i =) Zz_l( 2~ f12) ] estimativa nao viesada
ny+ng — 2
0:*2 _ 82 _ (nl 1)5% + (n2 — 1)522
ny+ng —2

sup,ce, L(p | 21, 22)

/\ .’131,:132) =
( Sup,ce L(p | w1, 72)
_m o T2 R R
vy = 5 or) e s Sl 0 g Tl )
1, 2) — R _n1 _
(2m62)” 2 x (2m6?) ? exp {— 202 > ity (win — fn)? ﬁzn (2 — 12)?}
Aar, @) = oxp {— 37 2y (win — 1)° — 532 Y2 (w2 — 1)}
’ exp { — g5z Yoy (i1 — f11)? — 53z Y2y (a2 — fi2)?}
1 1 & 1 & 1 &
_ = )2 02 Y
A1, x2) = exp {—2&2 ;(%1 1)+ 552 ;(:m fi1) 552 ;(:m )"+ 257 2
1= 1= 1= 1=

/\(.’131, :132) = exp {A + B}
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T
A=—os D (mn— i) +
i=1
A_—T@<m_mf

20264 \ 53 + %3
A _nlng <a‘:1 — .TQ)Q
262 \ni+ny

1 &
B = ~552 Z(%Q - /1)2 +
=1

1«
552 > (win — )’
=1

2

demostrado em a) para o; conhecidos

n2

Z(wz’z — fig)?

i=1

1
262

2 - — 2
. noni ((T1 — To
De forma analoga, B = — A21 —_—
26 ni + ng
2 /= - 2 2 /= -\ 2

ning r1 — T2 naony r1 — T2

Mz, 22) =expl——5 | —— | — o5 |

262 \n1+ne 20 \n1+n2

Rejeita-se H, se:
Mz, x2) < ¢, ce(0,1)

nm% r1 — T2 2 ngn% xr1 — T2 2
Mz, xo)=exps—— 5 (— ) ~ S5 | -
20 ni -+ na 20 ni + no
2 /= = 2 2 /= =\ 2
ning r1 — T2 nany r1 — T2
expy — 525 Sy <c
26 niy + no 26 ny + ng
2 /= - 2 2 /= - 2
_ nins Tr1 — T2 o nany Tr1 — T2 < C/
262 \ni +ne 262 \ n1 + no
1 Tl — T2 2 1 T1 — T2 2 ’
o\ —/ o \ ———— >c
262 \ ny + no 262 \ ny 4+ no
1 T1 — T2 2 ,
S\ >c
o n1 + no
1 T — T2 2 S
C
(n—1)S{+(n2-1)S3 \ ny + noy
ni+ngs—2
(.fl — i‘z)Z 1 S
(n171)5f+(n271)S§ n n 2
ni+ng—2 ( 1 + 2)
T1— 22

~ tn1+n2—2

Sabe-se que

(n171)5%+(n271)53

1, 1

i

ni+ng—2 ni n2
= =_\2
(t )2 = &1 — %) ~F
ni+ns—2 = (nl_1)3%+(n2_1)sg 1 1 Ini+n2—2,a
ni+ng—2 "\ n1 + ng
= =.\2
(xl — xg) 1

~

(nl—l)Sf-&-(ng—l)S% (nl +n2>2

ni+ng—2
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(T1—T2)* 1

/
1 se 0052 g = €
_ ni+ng—2
Hay) = 0 se (21 ~52)° <d
(n1—1)S3+(np—1)S3 (n1+nso)?
ni+ng—2
- = \2
Py (5E1 — 332) 1 S
(nl—l)Sf-i-(ng—l)S% (nl +n2)2
ni+ng—2
J

(B1—T2)*

1

ny+ng—2
(21 —-72)*

1

(n1—1)S3+(np—1)52 (n1+n2)2 > Fn1+n2—1,n1+n2—2,04

ny+ng—2
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(n1-1)S7+(ng—1)S3 (ng+nz)? < Fnitna—tmitna -2,

Fn1+n2—17n1+n2—2706



