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CONTEXTUALIZAGAO

—> Modelos Lineares Dindmicos (DLM)
m Criados por Harrison e Stevens em 1976
m Subutilizados no Marketing, mas extremamente poderosos
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CONTEXTUALIZAGAO

—> Modelos Lineares Dindmicos (DLM)
m Criados por Harrison e Stevens em 1976
m Subutilizados no Marketing, mas extremamente poderosos
— Modelos L. Dinamicos vs Modelos Lineares Generalizados (GLM)
m GLM os parametros 0,7 = [, B] T s@o fixos Vt € R
m DLM 6,7 ndo sao fixos Vt € R

m GLM ndo se adapta aos "regime changes (RC)". Ex. de RC: Mudanca
repentina do comportamento do consumidor

m DLM se adapta rapidamente aos "regime changes"
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CONTEXTUALIZAGAO

— Modelos L. Dinamicos vs Modelos Lineares Generalizados (GLM)
em Big Data
m Multiplos produtos, lojas e escalas temporais.

B Em GLM, rodar modelos complexos (como VAR ou MCMC tradicional) é
computacionalmente inviavel e lento.
m Em DLM flexivel via Desacoplar/Reacoplar
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CONTEXTUALIZAGAO

— DLM vs GLM em Big Data

Total
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CONTEXTUALIZAGAO

— Regressao Linear
Yi=a+BXj+ e,
\
«
yi=[1 x {ﬁ] + ¢

yi=X'0+e, X' = x], 9:[

/

gi ~ N(0,0?)
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CONTEXTUALIZAGAO

— Regressao Linear

Yi=a+pX;+eg, e ~ N(0,0%)
' (M
yvi=[1 x] [g] + €
yi=X'0+¢, X' =[1 x], 0= [g] g

— Transi¢cdo para Modelo Linear Dinamico
Yt = X;ret + et (3)

Problema: y; € escalar a cada instante t e s6 podemos estimar um
parametro 6,Vt € R.
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Modelos Lineares Dinamicos
— Solucao do problema: Impor uma restricao para que os parametros
de regressao no tempo t dependam do tempo t — 1 (Prop. Markov).
Ye=X{ 0t +et, et ~ N[0, V]
Ht = Gtot_‘| +we, Wi~ Np(O,Wt)
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Modelos Lineares Dinamicos

— Solucao do problema: Impor uma restricao para que os parametros
de regressao no tempo t dependam do tempo t — 1 (Prop. Markov).

Ye=X{ 0t +er, e~ Nm [0, V4]
0r = Gt0r_1+ wr, wr~ Np(0, Wy)
\
Yi = FtTOt +er et ~Nm[0,V:] (Equacao das observagdes)
0r = G071+ wt, wi~ Np(0,W;), (Equagdo dos estados)

DLM= {F:, G;,V, W;}(4)
u {yt}mxh {wt}pxh {Ft}mxm G: = prp; {Wt}pxh {vt}mxh 9p><1
W Lep, we Lwy, e Lwr L Dy
B D:={Dt1,0,...,¥n,It}, iInformacgao disponivel até tempo t
m /;: informacao extra aos dados, introduzida manualmente pelo

analista para corrigir algo (Intervencao).
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Exemplos de Modelos Lineares Dinamicos ({F;, G;, Vi, W:})

m Modelo polinomial de 19 ordem {1,1, V¢, W}

Ye=0t+er, e ~N(O, V)
Ot = Or1 4+ r, Y ~ N(O, W)

0: = ur = Tendéncia do processo; Fr = Gy =1

Obs: Ruim (a longo prazo) e Bom ( a curto prazo)
Motivo: Seja fi(h) = E[y¢ h|Di] = me, Yh >1

Curto Prazo (h =1) Longo Prazo (h > 1)
m Adaptagdo rapida: se ¢); T = m: = y: m Estacionaridade Projetada:
= Ex: o =0, = fi(h)=m: (Vh)
Yior =80 5 1 =100 = fi(1) ~ 100 m Viés: Se 33 # O (Tendéncia):

Elytih —fe(h)] oc 8- h
B Consequéncia: limj_,.. MSE(h) — oo
Se variancia de ¢ (Que € W¢) 1, o Ganho de Kalman (K;) — 1
Lab250

m Inferéncia: ;.1 ~ y:

me=meq + Ke(ye — i) = ye
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Exemplos de Modelos Lineares Dinamicos ({F;, G;, Vi, W:})

m Modelo polinomial de 29 ordem {F, G¢, 1, Vi, Wt}

0
Ve = 61’1' + Et, &t~ I\I(O7 V[) :>yt = [1 O] X |:91’t:| e ~ N(O, Vt)
—— 2,t
~——

FT
t 0

(6)

Ot =61+ 0201+ Uny O+ 11 O 1 Ut

s s ) ’ — ) — ’ ’ ~ N(O, W

{92,t =02t1+ Y2 {elt o1~ 02,1 * Y2’ Y (0, W)
—_—— e e N —

A G:=G A e

Onde:

01+ € por ex: nivel de vendas na loja Atacadao, no dia t (ex: 6y ;=3 = 3000),
61+ € por ex: crescimento das vendas na loja Atacadao até o dia t (ex:
{61,}2, = {1000, 2000, 3000}, cres=1000)
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Modelo Sazonal (Fourier)

m Para a componente de frequéncia kw (com w = 27 /p):

S
Ve = F:Ot + v = Y = [1 O] X |:S1’t:| +ut
—— 2,t

F¢
Ch

(7)
_ Sie| | cos(kw)  sin(kw) Sy
0: = G0 1 + wr = |:52,t:| = [7 sin(kw) cos(kw) X Soen +wt
—~ ~——

0 G¢(Rotagao) 0

Onde:
w: Frequéncia angular. Se dados mensais (p = 12), w = 27/12;
G:: Matriz de Rotacao.

Lab250


https://sites.google.com/ime.usp.br/lab250

Modelo de Regressao Dinamica

m Relacao entre resposta y; e covariavel x; com parametros variando no

tempo.
Ve=ot+ BiXe + vt = Yr = [1 Xt] X |:at:| +ut
—— ﬁt
Fl o,
(8)
_ ar| _ |1 O o7
0: = G + wr = |:ﬂt:| = |:O 1:| X |:Bt71:| +wi
—~— S N —
¢ G=I 0:_1
Onde:

Xt Variavel explicativa observada (ex: Preco do produto no dia t);
B: Elasticidade-preco.
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Modelo de Fungdo de Transferéncia (Efeito Memoéria)

m Modela o efeito defasado de uma intervencgao x; (ex: Propaganda)
sobre y;.

m Seja E; o0 estado latente do "efeito acumulado™:

o

Yi=pm+E+ve=yr= [1 1]>< {E
SN—— t

E: = E:i_
]+Vt7 t A 1+ Y Xe

Decaimento Impacto

()

-
F, o

Onde:

¥Xe: Impacto imediato do investimento em midia xg;

A € (0,1): Fator de retengdo (memoria).

. Vendas sem efeito da campanha.

Ex: Propaganda de TV. Vocé gasta x; hoje. O efeito nas vendas (E¢) 1
instantaneamente (¥) e | suavemente em X, @ Uma taxa A\, mesmo se x;; = 0.
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Exemplo: O Modelo de Funcao de Transferéncia

Figure: (A) Funcao de transferéncia de 17 ordem: Ganho estocastico (¢» ~ N) define o salto
inicial, e fator de decaimento (0 < A < 1) define a memodria. (B) Ajuste do Modelo: A linha
azul (h = 1) segue os dados observados; a linha vermelha (h = k) projeta a curva tedrica
de esquecimento a longo prazo.

(A)g, W X, (B)  stepsahead = 1 = Kk

804

v X,

L —40 4
Ty t 0 20 40 60 80

Fonte: Migon, Alves, Menezes e Pinheiro (2023)
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Modelo de Superposicao de Blocos (Tend. + Saz. + Regressao)

m y: = Tendéncia(ut) + Sazonal(St) + Regressao(fext) + vt

Ht

P tend
Tendéncia  Sazonal Reg 6t
Y= = = | X S1,t +uve
1 0 1 0 Xt S
2.t
reg
6.g/obc:/,t
e 11 0 0 0 e
Eend o 1 0 0 0 ﬂtend—]
Sie | =10 O] cos(w) sin(w) |0 | x| Sie1 | 4wt
Syt 0O O | —sin(w) cos(w) | O S2,t-1
e 0O O 0 0 1 Breg—1
——
0t c:diag(ctendxcsaz;creg) 6t

(10)
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Inferéncia Bayesiana em Modelos Lineares Dinamicos

—> Modelos estaticos

p(Oly.v) o L(Bly)p(Bl), ((6ly)=p(y|6), 6 €O
plyrly) = /e p(yr16)0(68ly)d® = Egy, [o(y416)]
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Inferéncia Bayesiana em Modelos Lineares Dinamicos

—> Modelos estaticos

p(Oly.v) o L(Bly)p(Bl), ((6ly)=p(y|6), 6 €O
plyrly) = /e p(yr16)0(68ly)d® = Egy, [o(y416)]

onde:

m ¢ € Hiperparametro, i.e., representa os parametros da distribuicao
dos parametros de cada modelo assumido.

m p(0|vy) € Priori, i.e, crenga subjetiva sobre os parametros antes de ver
os dados.

m p(0ly) € Distribuicdo a Posteriori, i.e., crenca atualizada (Priori +
Dados) apds a observacgao.

m p(yrly) € Distribuicao Preditiva, i.e., distr. dos dados futuros ys.
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Inferéncia Baysiana em Modelos Lineares Dinamicos

—> Modelos Dinamicos
Passo 1. Definir prior (#;—q) dado todo conhecimento prévio (Dg)

(00|Do) ~ I\/[mo7 CO]7 Mgy = E[eo‘Do], Co = Var[Oo\Do]

J
7 (0t 1|Deq) ~ N[me_4, Cp 4]
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Inferéncia Baysiana em Modelos Lineares Dinamicos

—> Modelos Dinamicos
Passo 1. Definir prior (f:—g) dado todo conhecimento prévio (Do)
(00|Do) ~ /\/[mo7 CO]7 Mgy = E[eo‘Do], Co = Var[Oo\Do]
U
7 (0t 1|Deq) ~ N[me_4, Cp 4]
Passo 2: Encontrar a dist. de 6, note que Posteriorit —1 = Priori t)
0: = Gi0:_1 + wr, w:~ N[0O,W;] (Eqg.do sistema))

a; = E[0:|Di1] = E[G:O:—1 + wi|Di1] = Gt E[O:—1|Di1] + E[we] = Gemiy—y
——— N~
m;_, o
R: = Var[:|D; 1] = Var[G¢: 1 + w¢|Dr_1] = G Var[f:_1|D;_1] G{ + Var[w:] +2Cov(...)
———— —— N——
Ci W; 0 (indep.)

= G:C;1G, + W,
o (01_“Dt_'|) ~ N[atv Rt]
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Inferéncia Baysiana em Modelos Lineares Dinamicos

s Passo 3: Fazer a Predicao de y; (Priori t — Observavel yt)

Ye=Fl0:+ve, v~ N[O, V4]

—> Média Preditiva (f;)
ft = E[yt|Dt7'|] = E[F:Ot =+ Vt|Dt71] = F;r E[0t|Dt71] -{—E[I/r] = F;rat
~——
at 0
— Variancia Preditiva (Qy)

Q: = Varl|y;|D;] = Var[F{ ; + v¢|D¢1] = F{ Var[8:|Ds 1] F: + Var[vg] = F{ ReF: + V;
S——r SN——

R t Vt

"o (Ve|De—1) ~ NI[ft, Q]
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Inferéncia Baysiana em Modelos Lineares Dinamicos

Passo 4: Atualizar a distribuicao 6; , i.e, encontrar posteriori de 6; (0¢|y:, D:—1)
— Para obter (0:|y:, D;—1), construimos a distribuicao conjunta de 6; e y;.
1: Sabendo que y; = F] 0; + v e que vy L 6¢:

COV[Ot,yt‘Dt,ﬂ = COV[Ot, F:gt + I/t|Dt_‘|] = Var[0t|Dt_‘|] Fl‘ + COV[Ot, VZ‘] = RtFl‘
R; 0

— ([

Dt_1> ~N ({?{] 7 [F?:?t RélftD (12)
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Inferéncia Baysiana em Modelos Lineares Dinamicos

Passo 4: Atualizar a distribuicao 6; , i.e, encontrar posteriori de 6; (0¢|y:, D:—1)
— Para obter (0:|y:, D;—1), construimos a distribuicao conjunta de 6; e y;.
1: Sabendo que y; = F] 0; + v e que vy L 6¢:

COV[Ot,yt‘Dt,ﬂ = COV[Ot, F:gt + I/t|Dt_‘|] = Var[0t|Dt_‘|] Ft + COV[Ot, VZ‘] = RtFl‘
R; 0

- (Bﬂ DH) ~N ({?‘j ’ [F?:?t RctgftD (12)
ZPmp&ﬂ®~N<%%E§ gﬂ)H@OMW—MNN@MHNmMﬂy

EX|Y] = pix + o T (v = p1y), VarX[Y] = T — Ty 30T
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Inferéncia Baysiana em Modelos Lineares Dinamicos

Passo 4: Atualizar a distribuicao 6; , i.e, encontrar posteriori de 6; (0¢|y:, D:—1)
— Para obter (0:|y:, D;—1), construimos a distribuicao conjunta de 6; e y;.
1: Sabendo que y; = F] 0; + v e que vy L 6¢:

COV[Ot,yt‘Dt,ﬂ = COV[Ot, F:gt + I/t|Dt_‘|] = Var[0t|Dt_‘|] Ft + COV[Ot, VZ‘] = RtFl‘
R; 0

0; at R: R:F:
() (] %
2: Prop: Se (§) ~ N <(“X), [ZXX ny])y entdo (X|Y = y) ~ N(E[X|Y], Var[X|Y]):
Hy zyx )Zyy
E[X|Y] = Hx + zXyZ;y-l (y - Ny)v Var[X|Y] = zXX - nyz;y-lzyx
3: Aplicagdo ao DLM, temos que ¥, = RF; e T, = Q;

B Def: Ac=R:F:Q;"
m; =a; + (RF)Q; (Vi — i) — "1 my =a;+ Al 03)
_ Def: A:=R:F:Q;""
C:=R - (RF)Q'(FTR) — 2", €, =R;—AQA/

= (8tlyt, Dr) ~ N[m¢, C;] (Posteriori Atualizada).
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Figure: NUumero mensal de passageiros transportados no Reino Unido de 1949 a 1960: (A)
Série Observada (y:); (B) Nivel Local () filtrado; (C) Fator de Crescimento/Inclinacao (5:);
(D) Componente Sazonal (S:) com amplitude variante. Abaixo: Ajuste final do modelo.
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Figure: (A) Previsdo de longo prazo feita em 1955 (linha azul). (B) Previsdo atualizada em
1957 apods observar novos dados (linha vermelha). Suavizagcdo/Smoothing (E[8:|D7]): (A)
Ajuste global; (B) Nivel; (C) Crescimento; (D) Sazonalidade.
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Modelos Dinamicos Generalizados (DGLM)

— Os modelos discutidos até aqui, impunham dist. normal, o que nem
sempre é possivel.
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Modelos Dinamicos Generalizados (DGLM)

— Os modelos discutidos até aqui, impunham dist. normal, o que nem
sempre é possivel.

— Solucgao: Generalizar a distribui¢cao de y; (Familia Exponencial) e
conectar aos parametros de regressao 0; via funcao de ligacao g(-).

p(.Vt"?ta ¢t) = b(_)/t, ¢t) exp {W

b pe=0a(ne), Ve=:d"(me), 9ue) = Ae
A\t = F/6; (Preditor Linear)
0: = Gi0: 1+ wr, wt~[0,W;], (Eqg.dosestados)

DGLM = {EF,g(-), F¢, G, W¢}

} (Eq. das observagdes - EF)
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Modelos Dinamicos Generalizados (DGLM)

— Os modelos discutidos até aqui, impunham dist. normal, o que nem
sempre é possivel.

— Solucgao: Generalizar a distribui¢cao de y; (Familia Exponencial) e
conectar aos parametros de regressao 0; via funcao de ligacao g(-).

p(.Vt"?ta ¢t) = b(_Vt, ¢t) exp {W

bope=0a"(m), Ve=0¢@"(ne), 9(pe) = e
A\t = F/6; (Preditor Linear)
0: = Gi0: 1+ wr, wt~[0,W;], (Eqg.dosestados)
DCM = {EF,Q(), Ffa Gta Wt}

m 7 Pardmetro natural (variante no tempo); ¢ Pardmetro de escala/dispersao.
m a(-): Fungdo que define os momentos (Média u: e Variancia V4).
m g(-): Fungdo de ligagao mondtona e diferenciavel (conecta p: ao preditor A;).
]

wt ~ [0, W;]: Indica especificagdo apenas de 1° e 2° momentos (nao
necessariamente Normal).

} (Eq. das observagdes - EF)

Lab250


https://sites.google.com/ime.usp.br/lab250

Avancos Recentes: Alta Dimensionalidade

1. Modelos Matriciais (Matrix-Variate DLM): Para modelar m séries
temporais simultaneamente (ex: Vendas de m produtos).

Y:=F/©;+E; E:~N(O,VX)

(14)

O; =GO+ Q;

m O: Matriz de estados (g x m).

B Permite compartilhar estrutura (F, G) mas ter parametros distintos para cada série.
Ex: Intensidade do vento e Diregcao do vento, ambas sao afetadas pelas mesmas

variaveis climaticas (F:), mas de formas diferentes (os 6 sao diferentes para direcao e
intensidade).
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Avancos Recentes: Alta Dimensionalidade

1. Modelos Matriciais (Matrix-Variate DLM): Para modelar m séries
temporais simultaneamente (ex: Vendas de m produtos).

Y:=F/©;+E; E:~N(O,VX)

(14)
O =GO;1+ Q

m O: Matriz de estados (g x m).

B Permite compartilhar estrutura (F, G) mas ter parametros distintos para cada série.
Ex: Intensidade do vento e Diregcao do vento, ambas sao afetadas pelas mesmas

variaveis climaticas (F:), mas de formas diferentes (os 6 sao diferentes para direcao e
intensidade).

2. Modelos Hierarquicos Dinamicos: Estrutura multinivel para capturar

dependéncia entre grupos (sdo a versao dindmica dos Modelos Lineares
Mistos.).

Yt =Fit01t+ e (Nivel Observacional)
61t = F2:0: + €2 (Nivel Estrutural/Grupos)
0: = G:0;: 1+ w: (Evolucao Latente)
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Conclusao

m Flexibilidade: DLMs acomodam tendéncias, sazonalidade e
regressores dindmicos (como preco/midia) naturalmente.

m Adaptacgao: Reagem rapidamente a mudancgas estruturais (via
Intervencao ou Fatores de Desconto), cruciais em ambientes volateis
(Marketing).

m Interpretabilidade: A decomposicdo em componentes latentes
(nivel, crescimento, sazonalidade) permite analisar separadamente
cada efeito (Decouple/Recouple).

m Generalizacdo: A extensao para DGLM e Modelos Hierdrquicos
permite aplicacao em contagens (vendas discretas) e Big Data
(multiplas lojas).
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