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1. Considere a fungao densidade de probabilidade da distribuicao hiperbélica:
F(:0,6) = a(y; ) explofyd + (1 — 62)2}], em que 0 < 0 < 1, —00 < y < 00, ¢1 > 0
K (6 14y2)

é o parametro de dispersao, a(y; ¢) = v ¢ uma fun¢ao normalizadora e Ki(-) é

a funcao de Bessel de ordem 1. Mostre que essa distribuicao pertence & familia exponen-
cial. Encontre a funcio de variancia V(u). Obtenha os componentes do desvio d*2(y;; ji;)
supondo uma amostra de n variaveis aleatérias independentes de médias p; e pardmetro
de dispersao ¢!, para i = 1,...,n. Expresse também a medida R?.

Resolucgao

(i) Mostrando que a distribuigao pertence a familia exponencial:

F(y;0,6) = aly; ¢) explp{yd + (1 — 62)7}]
F(y:6.0) = QZ’K;%“W explo{yf + (1 - 02)})]
OK1(V/1 +¢?)
f(y;e,qs):exp{log[ . my
K1 (¢\/1+1?)
my/ 1+ y?

}exp ${y0 + (1 - 6%)7)]

f(y;9,¢)=eXp{log + ¢ :y9+(1—92)5}}

S

VAT

c(y;0)

J(:0,6) =expq 6 [yo — {~(1- 623 }] + <¢K1 (6v/T+92) )l
—

b(0)

Como a fungao densidade de probabilidade tem forma f(y; 6, ¢) = exp {¢ [yf — b(0)] + c(y; ¢)},
esta distribuicdo pertence a familia exponencial (linear).

(ii) Obtendo a média:

Para a familia exponencial, vale que

rgy A
p=E(Y) = V(6) = £b(0)
Como b(f) = —(1 — 92)%, segue que
oo
p= 5 (1= 6)73(-20)
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A ultima expressao vale uma vez que 8 assume valores positivos, ou seja, 0 < 6 < 1.

(iii) Obtendo a fungao de variancia:

Para a familia exponencial, vale que

B d?b(0) _d [db(0)]  du
Vin) =~ d@[ df ]_dé'
Entao, segue que
d _1
Vn) = =5 (6(1—6%7%)

1
2 —3 2 2 -
p p p
Vip) =(1- 1
(#) < 1+ p? 1+M2< 1+u2>
1 3
V()_ 1+,L62*,1142 _§+ ,LLQ 1+.LL27:U’2 —3
=112 T+2\ 1442
1 -3 M2 1 -3
V =
() (1+u2> +1+u2<1+uz>
Vi = (14 i)+ (12
1+ p?




(iv) Obtendo os componentes do desvio d*2(y;; fi;):

Os componentes do desvio sao dados por
d**(yi; fui) = ¢d” (ys; fia)
a2 (yis fs) = 26 {01 -

A~

Segue que

b(0) =

_(1_92)52_(1_

Assim, obtém-se:

Para o modelo saturado: yl 35 9~
1+y1 /1+y7/
Para o modelo sob investigacdo : 6; = MZAQ, b(é ) =
L4 142
Entao,
d*2(yiaﬂ7) :¢d2(ylaﬂ7>
4 (i i) = 26 {a(8, = 0,) + (b(0,) — >}
2 1 1
d**(yi, i) = 2¢ S vi Yi + -
Lty? \/1+u? VIty?
i 1
d*?(yi, i) = 2¢ S vi vi
( e vin) v v
X iv 1+ y? L/ 14 [ 1+ 42 V1t
d*?(yi, i) = 2¢ 4 v Y b - L ulz - \/72 + Yi 5
(viter) (vivi) (Viti) (Vite
a2 (s, fui) = 26 4 ys yim_ﬂlvl+ﬂz n _\/1+/~A%2+\/1+3/i2
d*2(y;, fui) = 20 vivVity: w1+ V1+y] 1+
v 1+y2 1+ﬂ§ 1+y? 1+ i3
nr 1+y3 1+yz 1+ fi7 1+ jif
42 (yi, 1) = 26 W+ DVI+y? g1+ 02 + /1407
15 i 1“‘3/1'2 1—|—/)12
. iy + 1) /1 + 2
02 (s i) = 264 1 J1 + 2 — P i
(i, f1:) ¢{ +9; T2
d*?(yi, f1;) = 26 1+yf—MJrl i=1,2,...,n.
Vi+i2



(v) Expressdao de R?:

Inicialmente, encontra-se o desvio do modelo, dado por
n
=Y A (g, i)
i=1
N = fiyi +1
fr) =2¢ VIt - —F— -

Em seguida, encontra-se o desvio do modelo apenas com o intercepto, dado por

D*(y;9) = > d™*(yi, )

i=1
- gy; + 1
D) =263 {14y -

Entao, vale que

PR YD)
D*(y;9)
pox, Vv - e )

RP=1- i {w:/%}
Eﬁﬂ{wfff}_g%%

> 1{,/1+y2}—n,/1+g2'

. Supor que Y7,...,Y: sejam variaveis aleatorias independentes tais que Y; tenha funcao de
probabilidade expressa na forma

f@“wy_<2)(1f¢)%<liw>myi

com ¥ >0ey =0,1,....medi=1,..., k. Como fica a estatistica do teste da razao
de verossimilhancas para testar Hg : ¢ = 1 contra H; : ¢ # 17 Qual a distribuigdo nula
assintotica da estatistica do teste?

Resolucao

. B m w Yi 1 m—y; L
flys;¥) = (y) <1+¢> <1+¢> i=1,...,k,

Como as variaveis aleatorias sao independentes e identicamente distribuidas, a funcao de
verossimilhanca é dada por

iid b i 1 mey
Ly, -5 k) =H< )(Hw) <1+¢>

=1




A log-verossimilhanca é entao dada por

1) () ()
2 ()

+ yi log <1f¢> + (m — y;) log (liwﬂ
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)
m> + y; log(1) — yi log(1 + 1) — mlog (1 + ) + y; log (1 + M
)
(

k
=/ l(1p) =) log m> + log(v)) Zy — mklog(l+1)|

i=1 Yi i=1

Segue entao que

de() 1o~ mk PeW) 1K mk
W XY Ty wE T @ Gap
Quando % =0,
Lgsyo b g iy, omE g mh Ly mE
0 i=1 Co1+ ¥ 0 i=1 R 0 ¥ Zf:l Yi W Z?:l Yi
koo koo
—l_ T:k —1<:>i:—mk_kz":1yl@&z—zi:lgﬁ
v XY (0 D1 Vi mk — i1 Yi
1[} _ Zf:1 Yi i
- A
mk_— Yic1Vi &
m—y
Em ¢ = L,
d20(x)) 1 & mk
=—— Yi +
= R
PU)  (m—g)? mk
we @ TRy
PUP) _ km—y)?  pk(m — g)°
dip? g m#
) k(m—g)* | k(m—p)*
P T A 0,

5



uma vez que m > 4. Logo, ¢ = mL—gj maximiza a fungdo de verossimilhanga para § # m.

A estatistica do teste da razao de verossimilhancas é dada por

§ry =2 (5(7@ - 5(%)) :

onde g = 1 sob a hip6tese nula Hy : ¢ = 1.

Substituindo 1y = 1 na log-verossimilhanga:

k

k
Lo =1) Zlog ( )—Hog( )Zyl—mkz log(1+1) = Zlog (7;) —mklog(2)|, log(1l) =0.
i=1 !

=1

Para @13:

k

() = Zlog <ZL> + log (¢ Zyz — mklog(1 + 1))
; ’ i=1
k

- (7)) oo
= 0() = zk:log (7;) + log <mg_g> zk:y — mklog <m7? g) .

Logo, a estatistica do teste é:

Ry =2 (5(1[)) _ e(%))

Ry =2 :élog (;”) +log (my_g
Ery =2 _ilog (j) +log (my -
Erv =2 |log (my g> Zk:y + mk [k)g(z) log (mm . H
Ery =2 :k:gjlog (y + mklog (2(mm—y)ﬂ

H 2
Erv k_“)?oo X(1)

Sob a hipotese nula Hy : ¢ = 1, quando o tamanho da amostra tende ao infinito (k — 00), a
estatistica do teste da razao de verossimilhancas segue, assintoticamente, uma distribuicao
qui-quadrado com 1 grau de liberdade (X%l)), pois estamos testando um tnico parametro

(¥).

. Supor que Z; ud ZAP(u,m), parai=1,...,n, em que a fun¢do de probabilidades de Z; é
dada por

s se z; =0,

fZ(Zi;Naﬂ-) = {(1 _ ) fy (zi3p)

1= fy (O;1)

em que fy(y;; ) denota a funcao de probabilidades de uma P(u). Obter a estatistica do

teste da razdo de verossimilhangas para testar H : u = 1 contra A : p # 1. Qual é a
distribui¢ao nula assintética da estatistica do teste?

sez; =1,2,...,



Resolucgao

fz(zispu,m) = wlioy(zi) + (1 —7) fy(zii ) )I{N*}(Zi)

= fy(O;p
Como as variaveis aleatorias sao independentes e identicamente distribuidas, a funcao de
verossimilhanca é dada por

ud - fy(Zi; ,u)
L, m;21,. .., = I (z) + (1 — ) ———F Iy (21) ] -
(1,321 le[l[“ {0} W)l—fy(o;u) vy (20)
Suponha que as r primeiras observagoes sao zero
- - Jy (25 1) ]
mT) = T l—7m)——————
== 11 [0 =255
U, ) =log 11[77 + log ﬁ [(1 — ﬂ-)fY(Z“'u)}
i=1 i=r+1 1- fY(Oa ,[L)
L(p, m) =log (m Z log{ fy(zhu)], observe que, Zn: :Tf
i=rt+1 l_fY(O;”) i=rt1 =1

U(p, ) = rlog (m +Z log(1 — 7) + log [fy (zi; )] — log [1 = fy (0; u)])

=1

U, ) =rlog (m +Zlog1—7r +Zlog Fr(ziim)] = log[1 — fy (0; )]

i=1 i=1 i=1

Z2—1,—

Observe que Y ~ Pois(p): fy (zi; 1) = £ z? -

e se z; =0 tem-se fy (0;p) =e™#

n—r Zi p— n—r
U, m)=rlog(m)+ (n—7r)log(l —7) + Z log (M ;' > - Z log (1—e*)
i=1 v i=1

n—r

L p,m) =rlog(m) + (n—r)log(l —m) + Z [log (1) 4 log (e ™*) —log (2!)] — (n —7)log (1 — e™*)

n—r

(p,m) =rlog(m)+ (n—r)log(l — ) +Zzzlog Zu Zlog z!) —(n—r)log (1 —e™*)

=1

L, ) =rlog(m) + (n —r)log(l — 7) + log (u Zzl (n—r)u Zlog z!) = (n—r)log (1 —e™*)

Note que como z; = Oparai =1,--- ,r, > " zi=> 1 zie> i log(z!) =31 log(z!).

Up,m) =rlog(m)+ (n—r)log(l —m) +nlog(n)z — (n—r) Zlog zi!) — (n—r)log (1 —e™*)

dl(p,m) n_ (n—r)e* 1 n—r
=i (-1 | Ipnz—(n—1)—
an MZ (n—1) g an (n—r) 1

Quando %ﬂ’w) =0,

Y A S
—Mnz—\n—-—-1r)— —
[0 et —1

Newton-Raphson para encontrar numericamente .

= 0, nao pode ser resolvido analiticamente, portanto utilizamos o método de



Seja g(ji) = %5 — L a-r)

[l — Iz
=t
) = ) = ST m = 0,123
) = ) — ST m = 0123
Sty _ pmy _ B (Zn;t)l —(n-r)

EESCON m=0,1,2,3,...
n — n—r)e
Gy s t (en(™ —1)2

O sobrescrito (m) indica que as expressoes sdo avaliadas no valor de p na iteracdo m.
Repetimos o procedimento até que o seguinte critério de convergéncia seja satisfeito:

para algum e > 0 suficientemente pequeno.

E importante destacar que procedimentos iterativos tais como o de Newton Raphson (NR)
requerem um chute inicial. Nesse caso, sugerimos utilizar a média amostral como valor
inicial para a estimativa de u, ou seja,

n

a0 = % >z

i=1

Seja 1 o estimador de maxima verossimilhanca encontrado em ou apés m + 1 iteragoes, em
que se alcanca a convergéncia.

Razao de Verossimilhangas

A estatistica do teste de verossimilhanca é dada por
Erv = 2{€(j1, 7) — £(u°, 7°)}

Para acharmos 7 e 70 segue que

Lp,m) =rlog(m)+ (n—r)log(l —m) +nlog(u)z — (n—r)u Zlog z!) = (n—r)log (1 —e™*)

dﬁ(,u,ﬂ')zo r_nor_g r_n-r ljﬁ':n—r i_lzn—r
dm ™ 1—7 T 1—-7 T r T r
1 n—r n
- = +1=—-
i r r
=T = 1, n € N* |, observe que 7 niao depende de p, logo, #° = 7.
n

Segue entao que

={l(j1,7) = rlog (&) + (n —r)log(1 — &) +nlog (i) Z — (n —7r)j1 Zlog zil) = (n—r)log (1 —e ") |.




Também,
0(p°,7%) = rlog (&) + (n — r)log(1 — #) + nlog (u°) 2 — (n —r) Zlog zi)—(n—r7)log (1 —e ¥ )

(u°,7%) = rlog (7) + (n —r)log(1 — #) + nlog (1) 2 — (n — ) 1—Zlog zl)—(n—r)log (1—e")

— | £(u°,7°) = rlog (#) + (n — r)log(1l — &) — (n —7) Zlog (z)) = (n—r)log (1 —e™ ")

fRV = 2{£(ﬂ’ﬁ> - Z(MOJATO)}
fRV:2{7’10g(7?)—i—(n—r)log(l—fr)—i—nlog(ﬂ) (n—r)i Zlog (zi!) — (n—r)log <1—e ﬂ)
—[rlog(fr)+(n—r)log(1—7r (n—r) Zlog zil)—(n—r)log (1 —e” 1)]}
§RV:2{rlog(ﬁ)—|—(n—r)log(l—ﬁ)—l—nlog(,&)_ (n—r)i Zlog zil) — (n—r)log (1—6 ﬁ)

—rlog () — (n—r)log(l1 —7)+ (n—1) + Zlog (z:!) + (n —r)log (1 — e_l)}

ERv :2{nlog(/l)2— (n—r)ip—(n—r)log (1—6_ﬂ) +(n—7“)+(n—r)log(l—e_1)}

Hy 2
= &RV~ X()
n——~oo

ou seja, sob Hp, quando o nimero de amostra tende ao infinito (n — o0), a estatistica do
teste da razao de verossimilhangas segue, assintoticamente, uma distribuicao qui-quadrado
com graus de liberdade (g.l.) iguais a diferenga no ntmero de parametros livres entre os
dois modelos comparados. No modelo sob Hy, temos 1 parametro livre (7). J4 no modelo
sob H 4, temos 2 parametros livres (u e 7). Portanto, a diferen¢a no nimero de parametros
¢ 2—1=1, resultando em 1 grau de liberdade para a distribuicao da estatistica do teste.

. Supor que Z ~ ZANBI(p, v, 7) e U ~ ZINBI(u, v, 7). Mostrar que ambas as distribui¢oes
sao fungdes de probabilidade (fp). Obter E(Z), Var(Z), E(U) e Var(U) deixando essas

quantidades em fungao dos parametros (i, v, ).



Resolucgao

= Se Z~ ZANBI (pu,v, ),

0<(1—

“+ oo
ny(zulJ«:
—oo
—+oo
Zfz(zzilhl’ﬂf

+oo

S~ ftesnum) =1 -x s [DE T Z1]

f=(zis py v, ) ={

(1—m)

fy(zisp,v)
1—fy (O;1,1)

em que fy(zi; p,v) denota a fungao de probabilidade de uma BN (u,v).

se zi =0

sez;=1,2,...,

) = ot (Y (Y
Fo(Osp,v) = 11:((1(/))—;(1)) (uiu) (/AJVrV> - (M‘VFV

>V7 Fn)y=(m-1L0l =1

—+o0

= Para ser fp devem satisfazer: 1)f,(z; u,v,7) >0 e 2) Z f(ziypvym) =1

= Condicao 1)

i=1

fy(zisp,v) 20}

)

1- fy(O;/'LvV)

fyo.u‘7

porque é fp

+ny Zis oy V

i=1

—o0

)=1=0<f,(O;pu,v) <1 e0<1—f,(O;p,v)<1

Pelas desigualidades apresentadas acima, se nota que:

Jy (25 1,v)

= Condi¢ao 2)

+oo
Zfz(zi;ﬂa l/,’/T) =1

+oo
Z fz(zi;ﬂa v, 7T)

+oo
Zfz(zi;/’cayvﬂ-) :7T+

+oo
Zfz(Zzaﬂ’a Vvﬂ-) =T

+oo

—+oo

z;=1

fyo,ufv

P GO B
L — fy (05 p,v)

Zfz(zi;,uay77r) =n+l-—m

— 00

+oo
Zfz(zwlua 1/771') =1

Logo, como as duas condigoes foram satisfeitas,

é fp.

fZ(Z’i;M7V77r) =

)

s

(1-

<1, e como consequéncia

(1

ﬂ.)F(v)F(Hlli(

fz(Zi;lMV»ﬂ') 2 0

|

Z fy Zis by V

zi=1

I'(z+v)

= fz(();,u,z/,ﬂ) + Z fz(ZﬁH,VﬂT)

(7

Z‘l,

10

+oo
— fy(0:,v)), porque Y fy(zis p,v) =

=0

f2(0; py v, ) +ZfZ(ZL7N>V7T —7T+Zfz zisp, v, ) =1

fyoliv

+ Z fy Ziy Uy V

z;=1

)=1



— Esperanca de Z

+oo +o00 +oo
B(Z) =Y zfu(zismv,m) = Y 2fu(zimorym) = 0- £ (0 v, ) + Y 2fa (205 1, v,7)
z;=0 z;=0 2i=1
E(Z) =S i) = —0 S5 g i = —CD w0 )] ()
zi=1 o 1_fy(0;'u’y) z;=1 e 1_fy(0§M>V) v ’
. a-n
E(Z) = WB(Y)

wenn = ot () () ¥~ 8o

e
£y (25 1,v) = exp {zlog( ) ( ) <§;(—Z:>1)>}FE de =1

b(6) :—10g(uiu> — b(6) :log(“jy) PN b(0) zylog(1+;)<:> b(6;) =vlog (1+2)

E(Y)Zw_liegzl/gzu (1)
_ (1-m _ (- _ (A—mp
M ™ T T e T Y
— Variancia de Z : Var(Z) = E(Z?) — E*(Z)
E(Z?) = io 2f (2 v, )= .. = (1_7”)1@(1/2) = (1_7”)(1/“(5/) +E4(Y)) vide E(Z) (x%)
P T (77 1= fy (03 1,v)
1 d?h(0) ef1—e)+e-e v  up w _p(p+v)
B R (N T () Bk (= R
1—
y\Ys
E(ZQ) (1 — 7T) _ :u’(:u’lj_ V) + M2:| ’ E(Y2) — M(M:‘ V) +,U2 (3)
L= <#+V)

Var(Z) = E(Z?%) —E*(2)

2
(L-m) [pe+v) o (1—mp
Var(Z) = 7 +p? - |
1- <uiu> Y ' ] L N (wVH/) ]
-m) |wpsv) | o (Q—mp? ]
Var(Z) - +u = v
1= <#1V> ) ' 1= (uiV)
1-m) |# o (A-—mp?
Var(Z) = - — >
1—(,@) _”ﬂLﬂL 1—(,@) ]

11



— Se U ~ ZINBI (u, v, m)

74+ (1—mPly=0) seu; =0

(1 —m) fy(uws; p,v) seu; =1,2,...,

em que fy,(u;; pt,v) denota a fungdo de probabilidade de uma BN (g, v).
= Condi¢ao 1) fy(us;p,v,m) >0

) = it (N (Y
Py =0) = f,(0; 1) = (Miy)y

+oo
ny(ui;uw) =1 f,(0;1,v) ¢ 0 < f, (0;,0) < 1

fu(ui;ﬁba v, 7T) = {

Se Jy (05 p,v) =
Se fy(0; 1, v) = 1, 0bserva-se que fy(us; p,v) =0 e fu(u;p,v,m) =1
Se 0 < fy(0; u,v) < 1,0bserva-se que 0 < fy(u;;pn,v) <1leO0< fy(u;p,v,m) <1
Logo, fu (us; v, ) >0

= 0,0bserva-se que fy(us;pu,v) =1e fu(up,v,m)=1

“+o0
= Condi¢ao 2) : Z fyluspv,m) =1
i=0
+o00 +o00 +o0
S fys o) = fy (0 pmvm) + Y fy(uispv,m) =7+ (L—m) Py =0)+ Y fy(uip,v,m)
i=0 i=1 i=1
+o00 too
S (v =7+ (1 =m)Ply=0)+(1—=7) > fy(ui;pv)
i=0 i=1
“+oo
ny(ui;,u,u,ﬂ') =7+1-mPly=0)+1-m) 11— f,O;p, ) =7+ (1—7m)[Ply=0)+1—P(y=0)]
i=0
“+o0
Z fyluspv,m)=m+1—m=1, lembrando que: f,(0; p,v) = P(y = 0)

i=0
Como satisfez as duas condigoes, fy(u;i; i, v, ) é uma fp.
— Esperanca de U

—+oo —+oo —+oo

E(U) = > ufulus pv,m) = > wfului; pov,m) =0 ful0; v, m) + Y wfu(uss p, v, )
ui:O ui:O ’U.i:l
+oo
EU) = (1-m) Y ufyluspv)=(1-m) [EQY)=0-f,0:p,v)] = (1 -m)EY)

vide (1) e lembre-se que , B(Y) =y, (0; pt,v) = 0 fy (us; p,v) + > yfy(uis 1, v)
E(U) = (1 - m

12



— Variancia de U: Var(U) = E(U?) — E*(U)

400 “+o00 +oo
B(U?) = Y 0 fulwis v, m) = 0 fulO; vy m) + 3w fulus; v, m) = u(1—7) fy (s p, v)
u; =0 u;=1 u;=1
— plp + v)
E(U?) =(1—7) Z u? fy(uis p,v) = (1 —7) [E(YQ) =0 fy(O;p,v)] =(1—m) E(Y?) = (1 —7) { + ,uz}
w; =1 ~—— v
’ vide (3)
Var(U) = E(U?) —E*(U)
Var@) = (1= m) [P 4 2] - (1=
@ 2
Var@) = (1= ) |+ ot = [0 =
Var(U) = (1 —m)p+ (1 — 7)p? E + 7T:|
5. A funcao de probabilidade da Poisson truncada em zero é expressa na forma
e M\
i) = ——— < =1,2,... A>0
f(y? ) y!(l _ 6_)\)7 y = 9 >
Obter E(Y) e Var(Y). Para uma amostra de tamanho n, desenvolver um processo iter-
ativo para obter a estimativa de méxima verossimilhanca A. Obter também a varidncia
assintotica Var(\).
Resolucgao
e~ M\ e—Aelog(Ay)
) — — — _ vy _ (1 — =2
PN = S o3 = ] = O A lo() —loglyt(1 - 7]}
Sy N) = exp {ylog(n) — [A+1og(1 — ™) + [~ log(y1)] }
rd) —1
0 = log(A)
f(y; A) pertence a familia exponencial de < y; =y
b(0) = A +log(l —e™?)
(c(y,¢) = —log(y!)]
A=¢’, b(O) =e +log(l —e )
b)) , e e erN A= Ae 4 Ae? A Ae
(Y) =n de 6+1—e—€9 +1*67)‘ 1—e? l—e? er—1
d?b(0) d e? (1 —e ) = (—e=" (—€?)e?)
V Y == _1V = 1 -1 = — =
() =67V () = D = () =

13



ef(1— 6*69) - (—6*69(—69)69) (1 — e*eg) —e="efef A1 —e ) —e -2

Var(Y) = = =
(1- 6_60)2 (1- 6_60)2 (1—eH)?
A 1—e e\
Y) = — = — ue
Var(Y) 1—e? <1—e—A 1—€_>‘> p(l = pe)
B A
=17
1—e = i
U
l—i—e_’N:) — A= pe
= p— A= pe
U

Var(Y)=p[l — (n— )] = p(1 — p+ A), podendo ser escrita também como:

A e M\
VCLT'(Y) = m <]. — 1— e)\)

—>Estimativa de maxima verossimilhanga

eTANY
n - . n n
iid e Y oA 1 no 1
o BT (YT
() il_[lyi!(l—e)‘) 1—e? Zl_[lyl'

((\) = —nX —nlog(l — e™?) + log(\) Z Yi — Z log(y;!)
i=1 i=1

de(\) ne 1«
ax T 1—e—)‘+)\;yz

dA
dé(N)
=
dA
ne= 1 o
—n — -+ = i =
1—e )\;y
3
ne
- + =0
1—e A )\y
n n_
_n_ej‘—l—i_iy_o
n n_
9N =-n—5——=+7¥
dg(\) ner n _
G(A) = - —
N == ~ -z 2’
(m)
(mt1) _ y(m) _ 9A"] _
A A o) MO
4 W
mtl) s 7 T x0m)
AmH1) — \(m) _ — -
A1z A2

O sobrescrito (m) indica que as expressoes sao avaliadas no valor de A na iteracao m.
Repetimos o procedimento até que o seguinte critério de convergéncia seja satisfeito:

A(m+1) _ y(m)

) < €,
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para algum e > 0 suficientemente pequeno.
— Estimador de maxima verossimilhanca (X ) de A

Seja, ¥, a média amostral da Poisson nao truncada, o chute inicial ()\(0) = 7). O estimador
de maxima verossimilhanca A serd aquele encontrado em ou ap6s m+ 1 iteracoes, nas quais
se alcanga a convergéncia.

— Variancia assintotica

Var(\) = —

o (- 28)

_dL()) - -
e T e g

n6_>‘

1 n
K = Var(Uy) = Var <—n Tty Zy)

1 & 1 & A e M\
K)\A:)\zi_zlva’r'(y):v;l_e_)\ (1_1—6_)‘>

1 nie? A
Kyw=——F—(1—-——
A )\26)‘—1< e’\—1>

A A
Ko =501~ @ 17
K\ = nek(i/\(; 1_)1_)271)\6/\
K\ = n(ei’\\(e—)\e_)‘ 1_)2)\6)\)

Var(j\) = KlM

Var(\) = M

Mer—1)2

Var(\) = 5\(65\ —1°

TL(62;\ S - 5\65‘)7

em que A é o estimador de maxima verossimilhanga encontrado em ou apés m+1 iteragoes,
nas quais se alcanca a convergéncia.

. Supor Yj; w Ge(u;) (distribuigao geométrica), em que p; = E(Y;) e Var(Y;) = V(u) =
pi(pi —1),i=1,2,e j=1,...,m, com log(u1) = m = a e log(pz) = n2 = o+ A. Como
ficam as matrizes X e W7 Obter as variancias assintoticas Var(a) e Var(A) além da
covariancia assintotica Cov(&, A), deixando as expressoes em fungao dos pesos W. Mostre
que a estatistica do teste de escore para testar Hy : A = 0 contra Hy : A # 0 fica expressa
na forma
m(y2 — 41)°

25(g—1)
Qual a distribuicao nula assintética da estatistica do teste?

§sR =

15



Resolucgao

(i) Matrizes X e W:
Uma vez que n = X, e

m o
7]1 « «
= = e = 5
= at+ A b M -
12 g1 LOT AL 500
segue que ) )
10
1
X = 1 1
-1 1- 2mx2
o (dpi/dn;)?
Como w; = Vi)
Para 1 = 1:

dﬂl/dnl — el = 6()4’ V(:u’l) = ea(ea — 1) e W1 = (65—1)

Para 7 = 2:
dﬂ2/d772 =e”? = €a+A7 V(M2) = €a+A(€a+A - 1) ewy = [CE R

Logo, segue que

W = diag{wy, -+ ,wi,wa, -+ ,wa}, e V =diag{V (1), -, V(p1), V(p2),- -

(ii) Variancias Assintoticas:
Vale que a variancia assintética do vetor 8 é dada por

A VC”“(A) COU(B,A) —“1/vT -1
V = NN A~ = X WX
ar(B) Cov(B,A) Var(A) o )
Segue que
p=1=¢"=1
[wy 0 0 0 0 0]
o -~ 0 0 0 O
T o 1 1 1 1 0 0 w1 0 0 0 . w1
X W= 0 01 1 0 0 0 wp O O 1O
o o o o --- 0
10 0 0 0 0 we

16
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o
XTWX — wi we -+ wal |1 0 _ m(wy + w2) mws
0 0 wo wol| |1 1 mws mws
—1 1—
1 mw —mw
X'wx)t = 2 2
( ) m2(wy + wa)ws — m2w3 [—mwg m(wi + wa)
1 mwo —Mmwy
XTwx .
( ) mQ(,ule |:—mWQ m(wl =+ LL)Q):|

Logo, segue que

Var(3) = mwl , Var(A) = 9392 o Cou(B,A) = —m(ldl.

mwiwsa

(iii) Estatistica do teste de escore:
Sob as hipéteses Hy : A = 0 contra Hy : A # 0, a estatistica do teste de escore é

Espr = [Ug]z Varg(A).
Segue que

A=0=w =w = Varg(A) = 2w /mw? = 2/mw,

Ainda

Un = X W2V 2 (y — ) = XJ WAV 2 (y — )
X;:[O S
X;Wl/Q:[O 0wy e (o
Xy WV =0 o 0 Van/V(w) o wn/V()]

Xy WAV (y — ) Z yiv/wa/V(n2) = Z pav/en/V (z)

i=m+1 i=m-+1
Xy WY2V=12(y — 1) = maan/wa /V (u2) — mpay/wa/V (pa).

myz My
p2—1 pg—1

Xy WPV (y — ) =

Sob Ho,
= p2 = flo = ¥.

Portanto,

{sr = [gm_l(yé - 37)] (lin_
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_2m(pe — )?

SRS G-y

2m(2/2 — 41/2)?

§srR =

-1y
Eop = m(g2 — 11)?
29y — 1)
H
§SR m:?oo X%1)

Sob a hipotese nula Hy : A = 0, quando o tamanho da amostra tende ao infinito (m — 00),
a estatistica do teste da razao de verossimilhancas segue, assintoticamente, uma distribuigao
qui-quadrado com 1 grau de liberdade (X%l)), pois estamos testando um tnico parametro (A).
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