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1. Supor Yij
ind∼ N(µ, ϕi), para i = 1, 2 e j = 1, . . . , r. Mostre que a estatística do teste da

razão de verossimilhanças para testar H0 : ϕ1 = ϕ2 contra H1 : ϕ1 ̸= ϕ2 pode ser expressa
na forma

ξRV = r log

(
ϕ̂1ϕ̂2

ϕ̂2

)
,

em que ϕ̂, ϕ̂1 e ϕ̂2 são as estimativas de máxima verossimilhança, com ϕ̂1 = r
D1

, ϕ̂2 = r
D2

e ϕ̂ = 2r
D0

. Qual a distribuição nula assintótica da estatística do teste?

Resolução

f(yij , ϕi) =
1

σ
√
2π

exp

{
− 1

2σ2
(yij − µ)2

}
, ϕi =

1

σ2
=⇒

√
ϕi =

1

σ
, σ > 0, ϕi > 0

=

√
ϕi√
2π

exp

{
−ϕi

2
(yij − µ)2

}
.

Como as variáveis aleatórias são independentes e identicamente distribuídas, a função de
verossimilhança é dada por

L(µ, ϕi)
ind
=

2∏
i=1

r∏
j=1

(√
ϕi√
2π

)
exp

−
2∑

i=1

r∑
j=1

ϕi
2
(yij − µ)2

 .

Assim, o logaritmo da função de verossimilhança é dado por

ℓ(µ, ϕi) =
1

2

2∑
i=1

r∑
j=1

log (ϕi)−
1

2

2∑
i=1

r∑
j=1

log (2π)−
2∑

i=1

r∑
j=1

ϕi
2
(yij − µ)2.

dℓ(µ, ϕi)

dµ
= −2

2∑
i=1

r∑
j=1

ϕ̂i
2
(yij − µ̂)(−1) e

d2ℓ(µ, ϕi)

dµ2
= −

2∑
i=1

r∑
j=1

ϕ̂iyij < 0

dℓ(µ, ϕi)

dµ
= 0

− 2
2∑

i=1

r∑
j=1

ϕ̂i
2
(yij − µ̂)(−1) =

2∑
i=1

r∑
j=1

ϕ̂i(yij − µ̂) = 0 =⇒
2∑

i=1

r∑
j=1

ϕ̂iµ̂ =
2∑

i=1

r∑
j=1

ϕ̂iyij

µ̂ =

∑2
i=1

∑r
j=1 ϕ̂iyij∑2

i=1

∑r
j=1 ϕ̂i

=
ϕ̂1
∑r

j=1 y1j + ϕ̂2
∑r

j=1 y2j∑r
j=1 ϕ̂1 +

∑r
j=1 ϕ̂2

=
ϕ̂1rȳ1 + ϕ̂2rȳ2

rϕ̂1 + rϕ̂2
=
ϕ̂1ȳ1 + ϕ̂2ȳ2

ϕ̂1 + ϕ̂2
, e,

ℓ(ϕ1, ϕ2) =
1

2

r∑
j=1

log (ϕ1) +
1

2

r∑
j=1

log (ϕ2)−
1

2

2∑
i=1

r∑
j=1

log (2π)−
r∑

j=1

ϕ1
2
(y1j − µ)2 −

r∑
j=1

ϕ2
2
(y2j − µ)2
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=⇒

{
dℓ(ϕ1,ϕ2)

dϕ1
= r

2ϕ1
−
∑r

j=1
1
2(y1j − µ)2

dℓ(ϕ1,ϕ2)
dϕ2

= r
2ϕ2

−
∑r

j=1
1
2(y2j − µ)2

e


d2ℓ(ϕ1,ϕ2)

dϕ2
1

= − r
2ϕ2

1
< 0

d2ℓ(ϕ1,ϕ2)
dϕ2

2
= − r

2ϕ2
2
< 0

dℓ(ϕi)

dϕi
= 0, i = 1, 2 =⇒


r

2ϕ̂1
=
∑r

j=1
1
2(y1j − µ̂)2

r
2ϕ̂2

=
∑r

j=1
1
2(y2j − µ̂)2

⇐⇒

ϕ̂1 =
r∑r

j=1(y1j−µ̂)2

ϕ̂2 =
r∑r

j=1(y2j−µ̂)2

=⇒

{
ϕ̂1 =

r
D1

ϕ̂2 =
r
D2

Sob H0 : ϕ1 = ϕ2 =⇒ ϕ̂1 = ϕ̂2 e µ̂0 =
ϕ̂ȳ1 + ϕ̂ȳ2

ϕ̂+ ϕ̂
=
ȳ1 + ȳ2

2
= ȳ, e ,

ℓ(µ, ϕ) =
1

2

2∑
i=1

r∑
j=1

log (ϕ)− 1

2

2∑
i=1

r∑
j=1

log (2π)−
2∑

i=1

r∑
j=1

ϕ

2
(yij − µ)2

dℓ(µ, ϕ)

dϕ
=

2∑
i=1

r∑
j=1

1

2ϕ
−

2∑
i=1

r∑
j=1

1

2
(yij − µ)2 =

2r

2ϕ
−

2∑
i=1

r∑
j=1

1

2
(yij − µ)2 =

r

ϕ
−

2∑
i=1

r∑
j=1

1

2
(yij − µ)2

dℓ(µ, ϕi)

dϕ
= 0 =⇒ r

ϕ̂
=

2∑
i=1

r∑
j=1

1

2
(yij − µ̂0)2 ⇐⇒ ϕ̂ =

2r∑2
i=1

∑r
j=1(yij − µ̂0)2

=
2r

D0

ξRV = 2
{
ℓ(ϕ̂)− ℓ(ϕ0)

}
= 2

1

2

r∑
j=1

log
(
ϕ̂1

)
+

1

2

r∑
j=1

log
(
ϕ̂2

)
− ϕ̂1

2

r∑
j=1

(y1j − µ̂)2 − ϕ̂2
2

r∑
j=1

(y2j − µ̂)2

− 1

2

2∑
i=1

r∑
j=1

log
(
ϕ̂
)
+
ϕ̂

2

2∑
i=1

r∑
j=1

(yij − µ̂0)2


= 2

{
r

2
log
(
ϕ̂1

)
+
r

2
log
(
ϕ̂2

)
− ϕ̂1

2

r

ϕ̂1
− ϕ̂2

2

r

ϕ̂2
− r log

(
ϕ̂
)
+
ϕ̂

2

2r

ϕ̂

}
= 2

{r
2
log
(
ϕ̂1ϕ̂2

)
− r − r log

(
ϕ̂
)
+ r
}
= r log

(
ϕ̂1ϕ̂2

)
− 2r log

(
ϕ̂
)

= r
[
log
(
ϕ̂1ϕ̂2

)
− log

(
ϕ̂2
)]

= r log

(
ϕ̂1ϕ̂2

ϕ̂2

)
ξRV

H0∼
r→∞

χ2
(1).
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2. Supor Yij
ind∼ N(µ, ϕi), para i = 1, 2 e j = 1, . . . , r em que log(ϕ1) = λ1 = α + ∆ e

log(ϕ2) = λ2 = α − ∆. Como ficam as matrizes Z e P? Obter α̂ e ∆̂ e as respectivas
variâncias assintóticas, além de Cov(α̂, ∆̂). Como fica a estatística do teste de Wald para
testar H0 : ∆ = 0 contra H1 : ∆ ̸= 0. Qual a distribuição nula assintótica da estatística do
teste?

Resolução
Uma vez que λ = Zγ, e

λ =



λ1
...
λ1
λ2
...
λ2


2r×1

=



α+∆
...

α+∆
α−∆

...
α−∆


2r×1

e γ =

[
α
∆

]
2×1

,

segue que

Z =



1 1
...

...
1 1
1 −1
...

...
1 −1


2r×2

.

Também, segue que P = VγH
−2
γ , em que Vγ = diag{−d′′(ϕ1), . . . ,−d′′(ϕ1),−d′′(ϕ2), . . . ,−d′′(ϕ2)}2r×2r

e Hγ = diag{h′(ϕ1), . . . , h′(ϕ1), h′(ϕ2), . . . , h′(ϕ2)}2r×2r, sendo h(ϕi) = λi. Uma vez que
Yij

ind∼ N(µ, ϕi), segue que d(ϕi) = 1
2 log(ϕi) =⇒ d′(ϕi) =

1
2ϕ =⇒ d′′(ϕi) = − 1

2ϕ2 , i = 1, 2.
Também, h(ϕi) = log(ϕi) =⇒ h′(ϕi) = ϕ−1

i , i = 1, 2. Logo,

Vγ = diag{(2ϕ21)−1, . . . , (2ϕ21)
−1, (2ϕ22)

−1, . . . , (2ϕ22)
−1}2r×2r, e

Hγ = diag{ϕ−1
1 , . . . , ϕ−1

1 , ϕ−1
2 , . . . , ϕ−1

2 } =⇒ H−2
γ = diag{ϕ21, . . . , ϕ21, ϕ22, . . . , ϕ22}2r×2r, e portanto,

P = VγH
−2
γ = diag{1/2, . . . , 1/2}2r×2r =

1

2
I2r,

em que I2r é a matriz identidade de ordem 2r.

Pelo exercício 1), tem-se que os estimadores de máxima verossimilhança de ϕ1 e ϕ2 são
dados por

ϕ̂1 = r/D1, e ϕ̂2 = r/D2,

em que D1 =
∑r

j=1(y1j − µ̂)2 e D2 =
∑r

j=1(y2j − µ̂)2. Pela invariância dos estimadores de
máxima verossimilhança, segue que os estimadores de máxima verossimilhança de α e ∆
são dados por

exp{α̂+ ∆̂} = r/D1, exp{α̂− ∆̂} = r/D2

=⇒ α̂+ ∆̂ = log(r)− log(D1), α̂− ∆̂ = log(r)− log(D2)

=⇒ α̂ = log(r)− log(D1D2)

2
, ∆̂ =

log(D2/D1)

2
.

A matriz de informação de Fisher para o parâmetro γ é dada por

Kγγ = Z⊤PZ =
1

2
Z⊤Z =

1

2

[
2r 0
0 2r

]
=

[
r 0
0 r

]
,
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e sua inversa é dada por

K−1
γγ =

[
r−1 0
0 r−1

]
.

Logo, segue que Var(α̂) = r−1, Var(∆̂) = r−1 e Cov(α̂, ∆̂) = 0.

Para testar H0 : ∆ = ∆0 = 0 contra H1 : ∆ ̸= 0, a estatística do teste de Wald é dada por

ξW =
(∆̂−∆0)

2

Var(∆̂)
= r

[
log(D2/D1)

2

]2
=
r

4
[log(D2/D1)]

2.

Uma vez que ϕ̂1 = r/D1, ϕ̂2 = r/D2 =⇒ ϕ̂1/ϕ̂2 = D2/D1, segue que

ξW =
r

4
[log(ϕ̂1/ϕ̂2)]

2

ξW
H0∼

r→∞
χ2
(1).
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3. Supor Yij
ind∼ G(µ, ϕi) com parte sistemática dada por log(ϕi) = λi = γzi, para i = 1, . . . , n.

Como ficam as matrizes Z e P? Obter Uγ e Kγγ . Como fica a estatística do teste de escore
para testar H0 : γ = 0 contra H1 : γ ̸= 0. Qual a distribuição nula assintótica da estatística
do teste?

Resolução

Z =


z1
z2
...
zn


n×1

e P = diag{p1, . . . , pn}, pi = −d′′(ϕi)/h′(ϕi)
2
, i = 1, . . . , n, log(ϕi) = γzi =⇒ ϕi = eγzi

Yij
ind∼ G(µ, ϕi), logo, d′′(ϕi) = ϕ−1

i − ψ′(ϕi)

h(ϕi) = λi = ziγ = log(ϕi) =⇒ h′(ϕi) =
1

ϕi
e pi = − d′′(ϕi)

h′(ϕi)
2 = −

(
ϕ−1
i − ψ′(ϕi)

)(
1
ϕi

)2 = ϕ2iψ
′(ϕi)− ϕi

P =


ϕ21ψ

′(ϕ1)− ϕ1 0 . . . 0
0 ϕ22ψ

′(ϕ2)− ϕ2 . . . 0
... 0 ϕ22ψ

′(ϕ3)− ϕ3
...

0 . . . . . . ϕ2nψ
′(ϕn)− ϕn


n×n

Hγ =diag{h′(ϕ1), . . . , h′(ϕn)} =


1
ϕ1

0 . . . 0

0 1
ϕ2

. . . 0
... 0 1

ϕ3

...
0 . . . . . . 1

ϕn


n×n

e H−1
γ =


ϕ1 0 . . . 0
0 ϕ2 . . . 0
... 0 ϕ3

...
0 . . . . . . ϕn


n×n

t = (t1, . . . , tn)
T
=


t1
t2
...
tn


n×1

µT =(−d′(ϕ1), . . . ,−d′(ϕn))
T
=


−1− log(ϕ1) + ψ(ϕ1)
−1− log(ϕ2) + ψ(ϕ2)

...
−1− log(ϕn) + ψ(ϕn)


n×1

, d′(ϕi) = 1 + log(ϕ1)− ψ(ϕ1)

Uγ = ZTH−1
γ (t− µT )

=
[
z1 z2 . . . zn

]
1×n


ϕ1 0 . . . 0
0 ϕ2 . . . 0
... 0 ϕ3

...
0 . . . . . . ϕn


n×n



t1
t2
...
tn


n×1

−


−1− log(ϕ1) + ψ(ϕ1)
−1− log(ϕ2) + ψ(ϕ2)

...
−1− log(ϕn) + ψ(ϕn)


n×1



=
[
z1ϕ1 z2ϕ2 . . . ϕnzn

]
1×n


t1 + 1 + log(ϕ1)− ψ(ϕ1)
t2 + 1 + log(ϕ2)− ψ(ϕ2)

...
tn + 1 + log(ϕn)− ψ(ϕn)


n×1

=
n∑

i=1

ziϕi [ti + 1 + log(ϕi)− ψ(ϕi)]

=
n∑

i=1

zie
γzi [ti + 1 + γzi − ψ(eγzi)]
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Kγγ = ZTPZ

=
[
z1 z2 . . . zn

]
1×n


ϕ21ψ

′(ϕ1)− ϕ1 0 . . . 0
0 ϕ22ψ

′(ϕ2)− ϕ2 . . . 0
... 0 ϕ22ψ

′(ϕ3)− ϕ3
...

0 . . . . . . ϕ2nψ
′(ϕn)− ϕn


n×n


z1
z2
...
zn


n×1

=
[
z1(ϕ

2
1ψ

′(ϕ1)− ϕ1) z2(ϕ
2
2ψ

′(ϕ2)− ϕ2) . . . zn(ϕ
2
nψ

′(ϕn)− ϕn)
]
1×n


z1
z2
...
zn


n×1

=

n∑
i=1

z2i [ϕ
2
iψ

′(ϕi)− ϕi]

=

n∑
i=1

z2i [e
2γziψ′(eγzi)− eγzi ]

=

n∑
i=1

z2i e
γzi [eγziψ′(eγzi)− 1]

ξSR =Uγ

(
γ̂0
)T V̂ar0 (γ̂)Uγ

(
γ̂0
)
= Uγ

(
γ̂0
)T
K−1

γγ (γ̂
0)Uγ

(
γ̂0
)

=

{∑n
i=1 zie

0zi
[
t̂i + 1 + 0zi − ψ(e0zi)

]}T {∑n
i=1 zie

0zi
[
t̂i + 1 + 0zi − ψ(e0zi)

]}∑n
i=1 z

2
i e

0zi [e0ziψ′(e0zi)− 1]

=

{∑n
i=1 zi

[
t̂i + 1− ψ(1)

]}T {∑n
i=1 zi

[
t̂i + 1− ψ(1)

]}∑n
i=1 z

2
i [ψ

′(1)− 1]

=

{∑n
i=1 zi

[
t̂i + 1− ψ(1)

]}2∑n
i=1 z

2
i [ψ

′(1)− 1]

ξSR
H0∼

n→∞
χ2
(1).

ti = −yi
µ

− log(µ) + log(ϕiyi)
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4. Supor Yi
ind∼ Q(yi, µi), em que E(Yi) = µi e Var(Yi) = σ2µi(1 − µi) para 0 < yi, µi <

1, i = 1, . . . , n, com parte sistemática dada por log{µi/(1 − µi)} = 1 + βxi. Obter a
quase-escore Uβ e a quase-Fisher Kββ . Mostre que a estatística do teste quase-escore para
testar H0 : β = 0 contra H1 : β ̸= 0 pode ser expressa na forma

ξSR =
1

eσ̂20

[
∑n

i=1 xi{yi(1 + e)− e}]2∑n
i=1 x

2
i

.

Apresente a estimativa σ̂20. Qual a distribuição nula assintótica da estatística do teste?
Resolução

Segue que Var(Yi) = σ2V (µi) =⇒ V (µi) = µi(1 − µi). Também, log{µi/(1 − µi)} =

1 + βxi =⇒ µi =
exp{1+βxi}

1+exp{1+βxi} . A quase-escore pode ser obtida a partir de

Uβ =

n∑
i=1

(yi − µi)

σ2V (µi)
Di,

em que

Di =
∂µi
∂β

=
xi exp{1 + βxi}(1 + exp{1 + βxi})− xi exp{1 + βxi} exp{1 + βxi}

[1 + exp{1 + βxi}]2

Di =
xi exp{1 + βxi}

[1 + exp{1 + βxi}]2
= xi

exp{1 + βxi}
1 + exp{1 + βxi}

1

1 + exp{1 + βxi}
= xiµi(1− µi).

Assim,

Uβ =
n∑

i=1

(yi − µi)

σ2�����
µi(1− µi)

xi�����
µi(1− µi) =

n∑
i=1

xi(yi − µi)

σ2
.

A quase-Fisher pode ser obtida a partir de

Kββ =

n∑
i=1

D2
i

σ2V (µi)
=

[xiµi(1− µi)]
2

σ2µi(1− µi)
=

n∑
i=1

x2iµi(1− µi)

σ2
.

Para testar H0 : β = β0 = 0 contra H1 : β ̸= 0, a estatística do teste quase-escore é dada
por

ξSR =
Uβ(β0)

2

Kββ(β0)
.

Sob H0, segue que µi0 =
exp{1}

1+exp{1} = e
1+e . Logo,

Uβ(β0) =
1

σ̂20

n∑
i=1

xi

(
yi −

e

1 + e

)
=

1

σ̂20

n∑
i=1

xi

(
yi(1 + e)− e

1 + e

)

=⇒ Uβ(β0)
2 =

1

(σ̂20)
2

[
n∑

i=1

xi

(
yi(1 + e)− e

1 + e

)]2
=

1

(σ̂20)
2

[
n∑

i=1

xi {yi(1 + e)− e}

]2(
1

1 + e

)2

.

Também,

Kββ(β0) =
1

σ̂20

n∑
i=1

x2i

(
e

1 + e

)(
1

1 + e

)
=

1

σ̂20

n∑
i=1

x2i
e

(1 + e)2
,

logo

ξSR =
1

(σ̂20)�
2

[
n∑

i=1

xi {yi(1 + e)− e}

]2
���

��(
1

1 + e

)2

��̂σ
2
0

1∑n
i=1 x

2
i

����
(1 + e)2

e
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ξSR =
1

e(σ̂20)

[
∑n

i=1 xi {yi(1 + e)− e}]2∑n
i=1 x

2
i

.

ξSR
H0∼

n→∞
χ2
(1)

Um estimador de momentos para σ2 é dado por

σ̂2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(yi − µ̂i)
2

V (µ̂i)
=

1

n− 1

n∑
i=1

(yi − µ̂i)
2

µ̂i(1− µ̂i)
,

Logo, sob H0, segue que

σ̂20 =
1

n− 1

n∑
i=1

[
yi − e

1+e

]2
e

(1 + e)2 =
1

e(n− 1)

n∑
i=1

[yi(1 + e)− e]2
����
(1 + e)2

����
(1 + e)2

σ̂20 =
1

e(n− 1)

n∑
i=1

[yi(1 + e)− e]2 .
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5. Supor Yij ∼ Q(yij , µ), em que E(Yij) = µ e Var(Yij) = σ2µ(1 + µ) com parte sistemática
dada por log(µ) = η = β, µ > 0 e Ri(α) simétrica para i = 1, . . . ,m e j = 1, 2. Obter β̂G
e Var(β̂G) = H−1

1 (β). Mostre que a estatística do teste de Wald para testar H0 : β = 1
contra H1 : β ̸= 1 pode ser expressa na forma

ξW =
2nȳ {log(ȳ)− 1}2

σ̂2(1 + ȳ)(1 + α̂)
.

Descreva σ̂2 e α̂. Qual a distribuição nula assintótica da estatística do teste?
Resolução

Segue que Var(Yi) = σ2V (µ) =⇒ V (µ) = µ(1+µ). Também, log(µ) = β =⇒ µ = eβ . A
quase-escore pode ser obtida a partir de

Uβ =
m∑
i=1

D⊤
i Ω

−1
i (yi − µi),

em que

Di =

[
Di1

Di2

]
, Dij =

∂µij
∂β

,

e Ωi = σ2V1/2
i Ri(α)V

1/2
i , em que

Vi = diag{V (µi1), V (µi2)}, Ri(α) =

[
1 α
α 1

]
.

Segue que
∂µij
∂β

= eβ = µ =⇒ Di =

[
µ
µ

]
Vi = diag{µ(1 + µ), µ(1 + µ)} =⇒ V1/2

i = diag
{√

µ(1 + µ),
√
µ(1 + µ)

}
=⇒ V1/2

i Ri(α) =

[ √
µ(1 + µ) α

√
µ(1 + µ)

α
√
µ(1 + µ)

√
µ(1 + µ)

]
=⇒ Ωi = σ2V1/2

i Ri(α)V
1/2
i =

[
µ(1 + µ) αµ(1 + µ)
αµ(1 + µ) µ(1 + µ)

]
=⇒ Ω−1

i =
1

σ2(1− α2)µ2(1 + µ)2

[
µ(1 + µ) −αµ(1 + µ)

−αµ(1 + µ) µ(1 + µ)

]
=⇒ Ω−1

i =
1

σ2(1− α2)µ(1 + µ)

[
1 −α
−α 1

]
=⇒ D⊤

i Ω
−1
i =

1

σ2(1− α2)µ(1 + µ)

[
µ(1− α) µ(1− α)

]
=⇒ D⊤

i Ω
−1
i =

1

σ2(1 + α)(1 + µ)

[
1 1

]
.

Também,

yi =

[
yi1
yi2

]
, µi =

[
µ
µ

]
=⇒ yi − µi =

[
yi1 − µ
yi2 − µ

]
.

Logo

D⊤
i Ω

−1
i (yi − µi) =

yi1 + yi2 − 2µ

σ2(1 + α)(1 + µ)
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=⇒ Uβ =
m∑
i=1

yi1 + yi2 − 2µ

σ2(1 + α)(1 + µ)
=

m∑
i=1

yi1 + yi2 − 2eβ

σ2(1 + α)(1 + eβ)
.

Obtém-se β̂G a partir de

Uβ(β̂G) = 0 =⇒
m∑
i=1

yi1+yi2−2eβ̂G = 0 =⇒ β̂G = log

(
ȳ1 + ȳ2

2

)
= log(ȳ), σ2 ̸= 0, α ̸= −1.

Também,

H1(β) =
m∑
i=1

D⊤
i Ω

−1
i Di =

m∑
i=1

2µ

σ2(1 + α)(1 + µ)
=

2neβ

σ2(1 + α)(1 + eβ)

=⇒ Var(β̂G) = H−1
1 (β) =

σ2(1 + α)(1 + eβ)

2neβ
.

Para testar H0 : β = β0 = 1 contra H1 : β ̸= 1, a estatística do teste de Wald é dada por

ξW =
(β̂G − β0)

2

Var(β̂G)
=

[log(ȳ)− 1]22nȳ

σ̂2(1 + ȳ)(1 + α̂)

H0∼
m→∞

χ2
(1),

em que σ̂2 e α̂ são estimadores consistentes de σ2 e α, respectivamente. Possíveis esti-
madores consistentes de σ2 e α são dados por

σ̂2 =
1

2m− 1

m∑
i=1

2∑
j=1

(yij − µ̂ij)
2

V (µ̂ij)
,

α̂ =
1

mσ̂2

m∑
i=1

1

2

2∑
j=1

2∑
j′=1(j′ ̸=j)

(yij − µ̂ij)

V (µ̂ij)

(yij′ − µ̂ij′)

V (µ̂ij′)
=

1

mσ̂2

m∑
i=1

(yi1 − µ̂i1)

V (µ̂i1)

(yi2 − µ̂i2)

V (µ̂i2)
.
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