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1. Supor Yj; £ N(p, i), parai = 1,2 e j = 1,...,7. Mostre que a estatistica do teste da
razao de verossimilhangas para testar Hy : ¢1 = ¢ contra Hy : ¢1 # ¢o pode ser expressa

na forma
§rv = rlog (d);?) ;

em que ¢, ¢1 e P2 sao as estimativas de méxima verossimilhanca, com ¢; = D%v P9 = DLQ

e qg = 2 Qual a distribuicéo nula assintotica da estatistica do teste?
Do

Resolucao

1 1 1
f(yij7¢i) = m/%exp{—w(yij - M)2}a ;= o2

= \/\/%exp {—q;i(yij — M)Z} :

Como as variaveis aleatorias sao independentes e identicamente distribuidas, a funcao de
verossimilhanca é dada por
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Assim, o logaritmo da fungao de verossimilhanga é dado por

2 r
U, 61) = zzlog (#1) - zzlog om) = 33 D -
i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1
2 2 r
M7¢1 _ 222 ¢Z yw A _1) d £N7¢7, _ ZZ¢2yZJ <0
=1 j=1 =1 j=1
T =0
¢ 2 r 2 r ) 2 r .
—222 Sy — ZZ (g — ) =0="> > dit="> > b
i=1 j=1 =1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
o= S Y b _ S1 Yy b2 Yy e _ (517“3?1 + é%rgg _ quygl + q§2ﬂ2
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do; ’ ’ ﬁ = 25:1 %(ij - /1)2 P2 = 22:1(;21'*11)2 G2 = DL2
Sob Hy : ¢1 = ¢o = g1 = o e i = ¢yj}+¢£§2 _ Nt =y, e,
¢+ 2
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2. Supor Yj; S N(u, ¢i), parai = 1,2 e j = 1,...,r em que log(¢1) = A\ = a+ A e
log(¢2) = A2 = a — A. Como ficam as matrizes Z e P? Obter & e A e as respectivas
variancias assintoticas, além de Cov(&, A) Como fica a estatistica do teste de Wald para
testar Hg : A = 0 contra Hy : A £ 0. Qual a distribui¢ao nula assintética da estatistica do
teste?

Resolucgao
Uma vez que A = Z~, e

A1 a+ A
A= | M _|a+A o 7_[@]
X a—A Al
A2] g L= Bl
segue que
SR
1 1
Z= 1 -1
e P
Também, segue que P = V, H?, em que V, = diag{—d"(¢1), ..., —d"(¢1), —=d"(¢2), ..., —d"(¢2) }2rx2r
e Hy = diag{h/(¢1),...,h'(¢1), h(¢2),..., ' (¢2)}orx2r, sendo h(¢;) = A;. Uma vez que
Yij % N(p, ¢i), segue que d(¢i) = §log(¢i) = d'(¢i) = 35 = d"(di) = —55,i = 1,2.

Também, h(¢;) = log(p;) = h(¢p;) = qb;l,i =1,2. Logo,
Vy = diag{(267) 71, ..., (201) 71, (203) 71, (208) arkar, @
Hy=diag{¢7",...,07 ", 05", ...,05 '} = H>=diag{¢]....,1,05,....3}arxar, e portanto,
P=V,H;?=diag{1/2,...,1/2}3x2, = élzr,

em que 9, é a matriz identidade de ordem 2r.

Pelo exercicio 1), tem-se que os estimadores de maxima verossimilhanca de ¢ e ¢y sdo
dados por
¢1:T/Dl> € ¢2:T/-D27

em que Dy =7, (y1; — )2 e Dy = > =1 (Y25 — ). Pela invariancia dos estimadores de
méxima verossimilhanca, segue que os estimadores de méxima verossimilhanca de a e A
sao dados por

exp{a+ A} =r/Dy, exp{a— A} =r/D,

~

— a4+ A =log(r) —log(D;), &—A =log(r)—log(Ds)
_ lOg(DlDQ) A lOg(Dz/Dl)

. A=287P
2 2

A matriz de informacao de Fisher para o parametro v é dada por

1 1(2r 0 r 0
Koy =12 PZ_2Z Z 2[0 27’] [O 7}’

= & = log(r)



e sua inversa é dada por
K,I . 7"71 0
Y |0 e
Logo, segue que Var(a) =1, Var(A) = 71 e Cov(&, A) = 0.
Para testar Hg : A = Ag = 0 contra Hy : A # 0, a estatistica do teste de Wald é dada por

_A-A)?
NI [

log(DQ/Dl
2

7
] :Z[log(DQ/Dl)}Q-

Uma vez que ¢1 = /D1, ¢o =1/Dy = ¢1/¢o = D2/D1, segue que



. Supor Yj; S, G(u, ¢;) com parte sistematica dada por log(¢;) = A; = yz;, parai =1,...,n.
Como ficam as matrizes Z e P? Obter U, e K. Como fica a estatistica do teste de escore
para testar Hg : v = 0 contra Hy : v # 0. Qual a distribuigdo nula assintdtica da estatistica
do teste?

Resolucgao
Z1
zZ= z:2 e P =diag{p1,....pn}, pi = —d”(@)/hl(@)gv i=1,...,n,log(¢;) = vz = ¢y =™
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=l 2 o oz, | . . — .
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K, =Z"PZ

d)%qzbl((bl) - ¢1 0 cee 0 z1
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4. Supor Y; £ Q(yi, i), em que E(Y;) = p; e Var(Y;) = o?ui(1 — p;) para 0 < yi, pi <
1, i = 1,...,n, com parte sisteméatica dada por log{u;/(1 — p;)} = 1 + Bx;. Obter a
quase-escore Ug e a quase-Fisher Kgg. Mostre que a estatistica do teste quase-escore para
testar Hop : 8 = 0 contra H; : 8 # 0 pode ser expressa na forma

{sr = Do iyl +e) — e}]z.
6(5’2 Zn

2
0 i=1T;

Apresente a estimativa 63. Qual a distribui¢do nula assintética da estatistica do teste?
Resolucgao
Segue que Var(Y;) = o?V (1) = V(ui) = pi(l — ;). Tambem, log{pi/(1 — )} =

14 6x; = p; = %. A quase-escore pode ser obtida a partir de

Up = i (Z/z‘ - Mz‘)Di’
i=1

o2V ;)
em que
D, — O _ wiexp{l + Ba;}(1 + exp{l + Bai}) — i exp{l + fai} exp{l + B}
o [1+ exp{l+ Bx;}]?
- miexp{l+Bxi} exp{l + Bz} 1 o
D= o+ Ao~ YT exp{1 1 B} 1 T oxp{1 4 fayy  Zikilh = i)
Assim,

R U

A quase-Fisher pode ser obtida a partir de

Kgs = Zn: D} _ [mp(l =)l _ Zn: wipi(1 = i)
iy o2V (i) o2 (1 — ;) P o2

Para testar Hg : 8 = 8y = 0 contra Hy : 8 # 0, a estatistica do teste quase-escore é dada
por

é-SR _ U/B(BO)Q
Ks(60)
Sob Hy, segue que ji;0 = g +’;§1{01{}1} = Logo,
- e 1 yi(l+e)—e
UB(BO):A xz<yz_1+€>_6g z( Tte >
i=1 i=1

i=1 i=1
Também,
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L[S {p+ o) el
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9(0(2)) > i 1'22
H,
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Um estimador de momentos para o2 é dado por

1 - (i — )’ 1 Q- (v — )
A2 7 7 - % %
=g >

n—14 V(u)  n-1

Logo, sob Hy, segue que

62 =

2
1 & [?Jz—ﬁe] ) 1

1 -
n—lg e (1+e) e(n—1)

— (1= fu)’



5. Supor Yi; ~ Q(yij, 1), em que E(Y;;) = p e Var(Y;;) = o?u(1 + p) com parte sistemética
dada por log(p) =n =8, > 0 e Rj(a) simétrica parai=1,...,me j = 1,2. Obter f¢
e Var(ﬁg) = Hl_l(ﬁ). Mostre que a estatistica do teste de Wald para testar Hy : 8 = 1
contra Hj : 8 # 1 pode ser expressa na forma

e — 2 {log(7) - 1}
VT R0+ g(1+a)

Descreva 62 e &. Qual a distribuicdo nula assintotica da estatistica do teste?

Resolucgao
Segue que Var(V;) = 02V () = V(p) = u(1 4+ p). Também, log(u) =8 = p=¢. A
quase-escore pode ser obtida a partir de

m
Ug = ZD;FQi_l(Yi - 1),
i=1
em que
Dj; O

D; = I:Di2:| . D= 95

e = oQVE/zRi(a)V-l/Q, em que

7

Vi = diag{V(pi1),V(i2)}, Ri(a) = [1 ﬂ :

Segue que

g _ 5 _ o |m
93 =e=p = D;= L‘
V; = diag{p(1+ p), p(1 +p)} = Vi/QZdiag{\/u(lJru),\/u(1+u)}

2R (o) = | VRO +1)  ay/u(l+p)

L+p)  ap(l+p)
Q= VIR )V = [ 1
ViRV, ap(l+p)  p(l+p)

ool 1 [ p(l+p)  —ap(l+ u)]
(1?21 +p)? [ap(l+ ) p(l 4 p)
1 1 —«a
Ol =
T 20—+ ) [—a 1 ]
1
DOl = 1— 11—
= D = o g @) w1 a)]
1
Lo a?(1+a)(1+ p) [ ]
Também,
Yi1 © Yi1r — K
i = 5 P = = Yi MK = .
Y |:yz2:| H [M] it H [%’2 - M}
Logo

To-1 Yty —2p



m m
Vil + Yi2 — 2p Yil + yi2 — 2¢P
g Z,_l 2(14 a)(1 + p) Z_l o2(14 a)(1 + €9)

Obtém-se BG a partir de

~ m N N — + — ~
Us(Ba) =0 = Y yintyin—2¢"¢ =0 — fg =log <y1 5 y2> =log(y), 0* #0, a # —1.
i=1
Também,
S - - 2p 2ned
H = D/ Q: 1D¢ _ _
) ; Y ;02(1+a)(1+u) o2(1+a)(1+ed)

o2(1+a)(1 +€P)
2neP '
Para testar Hy : 8 = Bgp = 1 contra Hy : 8 # 1, a estatistica do teste de Wald é dada por

— Var(Bg) = H;'(B) =

ey = Bo=b)? _ llog(@) — 1y ny
W NVar(Ge) | 21+ P (1 + @) moeo X1

em que 62 e & sdo estimadores consistentes de o? e a, respectivamente. Possiveis esti-

madores consistentes de o2 e « sdo dados por

P Em: 1 22: 22: (ij = frij) Wi — frijr) _ 1 3 (yir — frir) (yi2 — fliz)
— 2 L~ o Vi) V() mao? V() V()
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