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1 Medida de possibilidade: Conceitos basicos

Seja 2 um espago amostral nao vazio e A uma o-dlgebra em €2, formando o espago mensurdvel (2, A).
Uma fungao Pos(:) : A — [0.1] é uma medida de possibilidade se, e somente se, satisfaz os seguintes axiomas:

(P1) Pos(@) =0 e Pos(Q2) =1,VQ # 0.
(P2) VA e Acom A # 0, Pos (A) = sup,e 4 Pos ({a}).

Ademais, pelos Teoremas 1.2.1 e 1.2.3 definidos em Patriota (2025), sabe-se que para qualquer colegao (finita ou
infinita) de conjuntos {A;};cr em A, tem-se:

(a) Pos (U;e; Ai) = sup;¢; Pos(A;) = max{Pos(A;), Pos(As),...}
(b) VA, A° € A, Pos(A) =1 ou Pos (4A°) =1
(c) Pos(A) =1 — Nec(A°) e Nec(A) =1 — Pos(A°),

em que Nec(:) : A — [0.1] é uma medida dual da medida de possibilidade, denominada medida de necessidade,
satisfazendo:

(a) V{A;}ier € A, Nec (ﬂiel Ai) = inf;c7{Nec(A;)} = min{Nec(A;), Nec(4s),...}.
(b) V A, A° € A, Nec(A4) =0 ou Nec (A°) = 0. conforme descrito em Dubois e Prade (2011).

A medida de necessidade avalia a certeza absoluta de uma proposicao, sendo verdadeira em todos os cenarios possiveis,
enquanto a possibilidade mede se ela é consistente com pelo menos um desses cendrios (Patriota, 2025). Observe que,
diferentemente da medida de probabilidade que é auto-dual, i.e., P(A) = 1 — P(A°) , as medidas de possibilidade
e necessidade sdo duais entre si, mas ndo auto-duais (Friedman, Halpern, 1995). Conforme descrito por Dubois e
Prade (2011), VA;, A; € A,i # j, se Pos(4;) = 1 e Pos(A;) = 0, tem-se completo conhecimento. No entanto, se
VA € A,Pos(A) = 1, tem-se completa ignorancia.

As propriedades das medidas de possibilidade e necessidade estabelecem a base para a extensao destes conceitos ao
caso de medida de possibilidade condicional, que é o objetivo deste trabalho e se apresenta na préxima segao.

2 Medida de Possibilidade Condicional

Conforme descrito por Cooman (1997), sob inspiragdo da probabilidade condicional, a medida de possibilidade con-
dicional foi primeiramente introduzida por Zadeh (1978) e, no mesmo ano, Hisdal (1978) aperfeigoou-a. Fora estes
autores, varias contribuigoes ligadas a medida de possibilidade condicional foram publicadas, sob autoria de Dubois e
Prade (1984-1985, 1988, 1990. 2011,2014), Dubois et al. (1994), Ramer (1989), Bouchon-Meunier, Coletti e Marsala
(2002), Marchioni (2005), Flaminio, Godo, & Rosella, (2024), entre outros.

2 Definigao

Sejam (2, A, Pos) um espago de possibilidade e A, B € A eventos, com Pos(B) > 0. Segundo a abordagem de Dubois
e Prade (1988, 2011), a possibilidade condicional é definida como:

1, se Pos(A N B) = Pos(B),
Pos(AN B), caso contrario,

Pos(A | B) = { (1)
para Pos(A N B) = Pos(A|B) % Pos(B) = min {Pos(A|B),Pos(B)}, e Nec(B|A) = 1 — Pos(B°|A), em que * é um
operador de fatoracao ordinal, que representa o minimo e nao pode ser visto como produto (Dubois e Prade, 2011).
De acordo com Dubois e Prade (2014), a necessidade condicional Nec(B | A) > 0 se, e somente se, Pos(BN A) >
Pos(B¢ N A). Além disso, quando Nec(B | A) > 0 vale Nec(B | A) = Nec(A° U B). E fécil notar ainda que
Pos(B | A) > Pos(B) implica Pos(B | A) = 1.



Para que a definigdo 1 seja de fato uma medida de possibilidade (para B fixo), é necessério satisfazer os seguintes
axiomas P1 e P2, definidos na secao 1:

P1: Pos(§) =0 e Pos(2) = 1,VQ # ()

e Para A = (): Sejam (£, A, Pos) um espaco de possibilidade e A, B € A eventos, com Pos(B) > 0.

ANB=0NB =0 = Pos(d N B) = Pos(P) = 0. Como Pos(B) > 0, tem-se Pos(A N B) = 0 # Pos(B).
Portanto, pela definigao 1, Pos(A | B) = Pos(0 | B) = Pos() N B) = Pos(()) = 0.

e Para A = O QNB =B = Pos(?N B) = Pos(B). Como Pos(2 N B) = Pos(B), pela defini¢do 1,
Pos(Q2 | B) = Pos(B) = 1.

P2: VA e Acom A # (), Pos (A) = sup,c 4 Pos ({a})
Seja (€2, A, Pos) um espago de possibilidade, onde Pos é uma medida de possibilidade satisfazendo os aximas P1 e P2
definidos na secdo 1, queremos mostrar que Pos(U | B) = sup;c; Pos(A; | B), YU = |J;¢; Ai, Ai € A.

e Caso 1: Pos(U N B) = Pos(B).
Pela defini¢ao 1, Pos(: | B) = Pos(U | B) = Pos(B) = 1 e pela propriedade (P2) sec¢éo 1, temos:
Pos(U N B) = sup Pos(A; N B) = Pos(B) = sup Pos(a).
i€l a€B
Logo, existe uma sequéncia {i,} C I tal que lim,,_,o, Pos(A4;, N B) = Pos(B). Para cada i € I, tem-se Pos(4; N B) <

Pos(B). Portanto, para todo € > 0, existe j € I tal que Pos(A; N B) > Pos(B) —e. Se Pos(A; N B) = Pos(B), entao
Pos(A; | B) = 1. Caso contrério, Pos(A; | B) = Pos(A; N B). Assim, Pos(U | B) = sup;c; Pos(4; | B) =1

e Caso 2: Pos(U N B) < Pos(B).

Como Pos(UNB) < Pos(B), segue que para todo i € I, Pos(4;NB) < Pos(B). Portanto, pela definigdo 1 e axioma P2
da secao 1, Pos(U | B) = Pos(UNB) = sup,;c; Pos(A; N B) = sup;c; Pos(4; | B) = sup;c; Pos(A;NB) = Pos(UNB) =
Pos(U | B).

Portanto, a fungao Pos(- | B), satisfaz os axiomas (P1 e P2) de uma medida de possibilidade em espagos.

3 Teoremas

Antes de enunciar os teoremas, definirei o conceito de t-norma que serd usado ao longo do texto e que pode ser
encontrado em Bouchon-Meunier, Coletti e Marsala (2002).

Uma t-norma é uma fungéo ® : [0.1]x[0.1] — [0.1] que generaliza a conjuncao légica, satisfazendo: (1) Comutatividade:
a®b=>b®a; (2) Associatividade: (a®b)®c=a® (b®c); (3) Monotonicidade: a <¢c=a®b< cO®be, (4) Elemento
neutro: a ® 1 = a.

O operador minimo (min) definido na segdo 2.1 é uma t-norma (a maior possivel).

3 Teorema 1: Caracterizagdo com operador minimo

Seja Q finito, A = 2%, e B C A\ {0} fechado sob unido. Para Pos : A x B — [0.1], sdo equivalentes:
(a) Pos é medida de possibilidade condicional (Defini¢ao (1)).

(b) Existe familia tinica {Pos, } de medidas de possibilidade em A tal que:
Pos(A | B) =z <= Pos,(AN B) = min{z, Pos,(B)}, onde « é tinico indice com B € A,

3 Teorema 2: Caracterizagao para t-normas continuas

Seja @ uma t-norma continua. Sdo equivalentes: (a) Pos é uma medida de possibilidade condicional relative a ®, isto
é, satisfaz: (i) Para cada B € B, Pos(- | B) é uma medida de possibilidade. (ii) Para todo A € A e B € B, vale
Pos(AN B) = Pos(A | B) ® Pos(B). (iii) sup,cp Pos({z} | B) = 1.

(b) Existe uma familia {Pos, }ac; de medidas de possibilidade em A tal que, para cada B € B, se « = max{f € I :
B € Ag}, entdo Pos(A | B) é a tnica solugao da equagao Pos, (AN B) = Pos,(B) ®x, e para todo 8 € I com B € Ag,
vale Posg(A N B) = Pos(A | B) ® Posg(B).

Nota: A demostracdo dos teoremas acima estd no apéndice.



4 Exemplo:

Considere um diagnéstico médico onde avalia-se as possibilidades de gripe (G) e dengue (D) com base em sintomas.
Seja o espago amostral, ) = {pacientes com sintomas similares}. Definimos os eventos F: paciente tem febre alta
(> 39°C), M: paciente tem dores musculares intensas, G: paciente tem gripe e, D: paciente tem dengue. Com base
na experiéncia, o médico atribui as seguintes possibilidades: Pos(F) = 0.9, Pos(M) = 0.7, Pos(G) = 0.8, Pos(D) =
0.6,Pos(FN M) =0.7,Pos(GNF) = 0.7,Pos(DN F) = 0.6, Pos(DN FNM)=0.5.

a) Um paciente apresenta febre alta (F'). Qual a possibilidade de ter dengue?

Resolucao:

1 Pos(D N F') = Pos(F
A possibilidade condicional é definida por: Pos(D | F) = P’ (DA F) se Pos( v ) os(F)
08 , caso contréario

Como Pos(DNF) = 0.6 < 0.9 = Pos(F), Pos(D | F) = 0.6. Assim, a possibilidade de dengue dado febre alta é de 60%.

b) O mesmo paciente também apresenta febre alta e dores musculares. Qual a possibilidade de ter dengue??
Resolucgao:

1 se Pos(DNFNM)=Pos(FNM)
Pos(DNFNM) caso contrdrio

Como Pos(DNFNM)=0.5 ePos(FN M) = 0.7, temos que 0.5 < 0.7, entdo: Pos(D | F N M) = 0.5. Portanto, a
possibilidade de dengue dado febre e dores musculares é de 50%.

Queremos Pos(D | F'N M), pela definigdo: Pos(D | FNM) =

5 Exercicio 2: Apostas perdidas

Considere o espago de estados climéticos exaustivo e mutuamente exclusivo 2 = {w1, wa, w3}, onde wy = chuva forte;
we = apenas nublado; ws = sol. Definamos os eventos Hy = {w1}, Ho = {wa}, HHUHy = {w1,w2}. Temos H1NHy = @.
O jogador especifica os valores (graus de crenga) para a fungao P(-) associada a cada evento H; em questdo, que violam
os principios da probabilidade: P(Q| E)=1,P(0 | E) =0.P(H, | E) =0.6,P(Hy | E) = 0.5, P(H1UH, | E) = 0.8,
em que E # () é o conhecimento que o jogador dispoe. A banca, percebendo esta incoeréncia, decide apostar contra
Hy, Hs e a favor de H; U Hy e fixar uma quantidade monetdria (T) de R$ 1.00, para cada par (H, E). Seguindo
o descrito em Patriota (2025), segdo justificativas, se H; (aposta da banca) ocorrer a banca terd o ganho by, g € 0
jogador tera esse prejuizo. Se Hf (o que a banca ndo apostou) ocorrer o jogador terda o ganho ay, g e a banca tera
esse prejuizo. Assim, com base nas crengas do jogador e no valor da aposta fixado pela banca temos:

e Contra Hy: ag, g = P(H1 | E) xT =R$0.60 e by, g =1— P(H; | E) x T = R$0.40.
e Contra Hs: ag, g = P(Hy | E) x T = R$0.50 e by, g = R$0.50.
e A favor de (Hy UHs): ap, g = P((HHUH) | E)xT =(1-0.8) xT =R$0.20 e by, g = R$0.80.

Tabela 1: Resultados possiveis das apostas em cada hipGtese H; para os eventos climdticos w;. Os sinais (+) e (-)

indicam, respectivamente, ganho e perda em reais para o jogador (banca) para os eventos Hy, Hy e (Hy U Ha) .
Lucro liquido

Ho Jogador Banca

V. —0.40+0.50 — 0.80 = —0.70 | +0.40 — 0.50 4+ 0.80 = +0.70

F —-0.40-0.50+0.20 = —0.70 | +0.40 + 0.50 — 0.20 = +0.70

V.  —0.40+0.50 — 0.80 = —0.70 | +0.40 — 0.50 + 0.80 = +0.70

o |

Como demonstrado na Tabela 1, independentemente do estado climatico que se observe, o jogador incorre em uma
perda liquida certa de R$ 0.70 para a configuragio analisada. Consequentemente, a banca aufere garantido de R$
0.70.

6 Comentéario

O exercicio acima mostra o risco que se pode incorrer caso nao respeite os axiomas da probabilidade no jogo das
apostas. A incoeréncia aqui, P(H1 U Hy) # P(H1) + P(Hz) para H; N Hy = (), viola o axioma da aditividade finita. A
banca, ao explorar esta violacao, criou um cenario de apostas cujo valor é negativo para o jogador em todos os eventos
climaticos. Isto torna a situacao do jogador andloga a uma arbitragem, onde a banca tem uma oportunidade de lucro
livre de risco.

Como discutido por Waidacher (1997), o Dutch Book Arguments assume que o jogador esta disposto a aceitar qualquer
aposta considerada ”justa” por suas proprias crengas. Se um jogador viola esses axiomas, suas crengas podem leva-lo a
aceitar transacoes que inevitavelmente pioram sua posigao financeira, independentemente de como sao configurados os
eventos que fazem parte do jogo. Para evitar ser explorado, o jogador deve garantir que suas probabilidades subjetivas
satisfacam todos os axiomas da teoria da probabilidade, incluindo a aditividade para eventos mutuamente exclusivos.
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Demonstracao do teorema 1

(a) = (b): Assuma que Pos é uma medida de possibilidade condicional conforme a defini¢ao (1) em relagdo a uma
medida de possibilidade condicional Pos. Como (2 é finito, constréi-se uma sequéncia de conjuntos e medidas da
seguinte forma:

(1) Seja By = Q e defina Posg(A) = Pos(A | Q) = Pos(A) para todo A € A. (2) Para k > 0, seja B, = {B € B :
Posi(B) < 1}. Se By # 0, seja Bry1 = UBeBk B. Como B é fechado sob unido, Byy1 € B. Defina Posg41(A4) =
Pos(A | By41) para todo A € A, devido & finitude de 2, este processo termina apés um niimero finito de passos,
digamos m, quando B,, = 0, ou seja, para todo B € B, Pos,,(B) = 1.

A familia {Posg.Posy,...,Pos,,} é uma familia de medidas de possibilidade. Para qualquer B € B, seja & o menor
indice tal que Pos,(B) = 1. Tal indice existe porque Pos,,(B) = 1. Para este «, tem-se que Pos(B | B,) = 1,
pois Pos,(B) = Pos(B | B,) = 1. Da propriedade da possibilidade condicional, se Pos(B | B,) = 1, entdo
Pos(A | B) = Pos(A N B | B,) para qualquer A € A. Portanto, Pos(A | B) = Pos(AN B | B,) = Pos, (AN B). Como
Pos,(B) = 1, min{z, Pos,(B)} = «, logo Pos, (AN B) = z se e somente se Pos(4 | B) = z.

(b) = (a): Assume que existe uma familia {Pos,} de medidas de possibilidade em A4 tal que para cada B € B,
existe um tunico indice o com B € A,, e Pos(A | B) = z se e somente se Posa(A N B) = min{z,Pos,(B)}. Para
A = B, Pos(B | B) = z se e somente se Pos, (BN B) = min{z, Pos, (B)}, ou seja, Pos,(B) = min{z, Pos,(B)}. Como
Pos(B | B) = 1, segue que Pos,(B) = 1. Assim, para cada B € B, Pos,(B) = 1.

Seja ap o unico indice tal que 2 € A,,. Defina a medida de possibilidade condicional Pos(A4) = Pos,, (A4) para todo
A € A. Para qualquer B € B, seja o tnico indice tal que B € Ag. Entao, Pos(A | B) = Posg(A N B), pois
Posg(B) =1 e min{z, Posg(B)} = z.

Para mostrar que Pos satisfaz a definigdo (1), note que Pos(A | B) = Posg(A N B). Por construgdo, Posg(ANB) =1
se Pos(A N B) = Pos(B), e Posg(A N B) = Pos(AN B) caso contrario, onde Pos(A N B) = Pos,, (AN B) e Pos(B) =
Posq, (B). Portanto, Pos(A | B) = 1 se Pos(A N B) = Pos(B), e Pos(A | B) = Pos(A N B) caso contrario, o que
significa que Pos é uma medida de possibilidade condicional conforme a Definigao (1).

Demonstracao do teorema 2

Prova (a) = (b)

A familia {Posg.Posy,...,Pos,;,} é uma familia de medidas de possibilidade. Para qualquer B € B, seja o 0 maior
indice tal que Pos,(B) = 1. Tal indice existe porque Pos,,(B) = 1. Afirma-se que Pos(A | B) é a tnica solugao
de Poso(A N B) = Posy(B) ® . Como Pos,(B) =1 e 1®ax = z para qualquer t-norma, a equagao reduz-se a
Posq(A N B) = z. Portanto, + = Posy(A N B). Mas note que Pos,(AN B) = Pos(AN B | B,) = Pos(A | B),
onde a tltima igualdade decorre da consisténcia da medida condicional (devido & propriedade (ii) e & definicao de
Pos,). Assim, Pos(A | B) = Pos, (AN B), logo é a tnica solugdo. Além disso, para qualquer 3 com B € Ag, tem-se
Posg(ANB) = Pos(ANB | Bg) = Pos(A | B) ®Pos(B | Bg) = Pos(A | B) ®@Posg(B), onde a segunda igualdade segue
da propriedade (ii) aplicada & condicional Bg, e a terceira da defini¢do de Posg.

Prova (b) = (a)

Assume-se a existéncia da familia {Pos, }4cs satisfazendo as condi¢oes em (b). Define-se uma medida de possibilidade
condicional por Pos(A) = Pos,,(A4), onde ag é o indice tal que Q € A,, (0o que existe pela construgdo). Para
qualquer B € B com Pos(B) > 0, define-se Pos(A | B) como a tunica solugao de Pos,(A N B) = Pos,(B) ® z, para
a =max{f : B € Ag}. Note que Pos,(B) =1 por definicdo de «, logo a equacdo torna-se Pos,(A N B) = z, e logo
Pos(A | B) = Pos, (AN B).

Para verificar que Pos(- | B) é uma medida de possibilidade: (1) Pos(f | B) = Pos,(#) = 0. (2) Pos(Q | B) = Pos, (22N
B) = Pos,(B) = 1. (3) Para qualquer colecao {A;}icr, Pos(J; Ai | B) = Pos, (J;(4i N B)) = sup; Posa(A; N B) =
sup,; Pos(A; | B), onde a segunda igualdade vale porque Pos, é uma medida de possibilidade.

A propriedade (ii) segue diretamente da condicdo em (b) para f = ag: Pos(A N B) = Posy, (A N B) = Pos(A |
B) ® Pos,, (B) = Pos(A | B) ® Pos(B).

Finalmente, a propriedade (iii) ocorre porque Pos,(B) = 1 implica que existe z € B com Pos,({z}) = 1. Entao,
Pos({z} | B) = Posa({x} N B) = Pos,({z}) = 1, logo sup, <z Pos({z} | B) = 1.



