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1 Exercicio 1: Seja (71, ..., Z,) uma amostra aleatéria de Z ~ Ber(), 6 € (0,1)
a) EMV para ¢g(0) = Py(Z = 0) Como Z ~ Ber(f), temos que:
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Pelo principio da invaridncia do EMV, o EMV para g(8) =1 —0 é: g/(\H)MV =1- éMV(z,L) =1-Z.
b) EMV para ¢(0) = Varg(Z)

Como Z ~ Ber(f), e Varg(Z) = 0(1 — 0), e ja calculou-se o EMV para 6, temos que pelo principio da invariancia, o

EMV para g(8) = Varg(Z) é: g(8) v = Oarv (20)(1 = Oarv (2,)) = Z(1 - Z).

c¢) Estimativas para os dados (0,0,1,0,0,1)
= Para g(0) =0
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= Para g(0) = P(Z=0)=1-6:
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= Para g(0) = Varg(Z) = 0(1 — 0):



d) Valor-p para Hy: 0 = 0.1

Do exercicio 1a), temos: L, (f) = §2=i=1% (1 — )"~ 2i=1%. Pelo teorema da fatoracdo de Neyman, vemos que a ve-
rossimilhanca depende dos dados apenas através da quantidade -, z;, portanto, Y .-, z; contém toda a informagao
da amostra relevante para inferéncia sobre o parametro 6. Isto é, a estatistica suficiente é T = 2?21 Z

Assim, sob Hy, T =Y, z; ~ Bin(n = 6,0 = 0.1). O valor observado é T' = Z?Zl 2z=0+0+14+0+0+1=2.
O valor-p bilateral é definido como:

Valor-p(Hy, z,) = 2 - min{ sup Pe(n)(THO (Z,) > Th,(z,)), sup Pe(n)(THO(Zn) < THO(zn))} .
[dSCH) 0€0¢

Como ©g={0=0.1} e T'=Th,(2,) =Y.y 2 = 2, tem-se:
sup Py (T, (Z,) = 2) = Poa(T 2 2),
[ASISH)

sup P\ (Ty,(Z,) < 2) = Poa(T < 2).
[ASISH)

Sob Hj a fungéo de probabilidade é binomial (soma de Z experimentos Bernoulli), dada por:

Py(T =k) = (Z) 05(1— )" F = Py (T = k) = (k> (0.1)£(0.9)%°%, k=0,1,...,6.

Assim, temos:

P1(T>2)=PT=2)+P(T=3)+P(T=4)+P(T=5)+P(T=6)
= 0.098415 + 0.01458 4 0.001215 4 0.000054 4 0.000001 = 0.114265,
Po1(T<2)=P(T=0)+P(T=1)+ P(T =2) = 0.531441 + 0.354294 + 0.098415 = 0.98415.

Valor-p(Hy, z,,) = 2 - min (Py 1 (T > 2), Py1 (T < 2)) = 2 - min(0.114265,0.98415) = 2 - 0.114265 = 0.22853.

Nota: Nao foi especificada a H,, no caso de ser unilateral, bastaria apenas um Valor-p(Hy, z,,) = 0.114265, analogo
a férmula apresentada nas notas de aula.

2 Exercicio: Seja (Z1,...,Z,) uma amostra aleatéria de Z ~ exp(#), 6 € (0, 00)

a) EMV para g(0) = Py(Z > 1)
Como Z ~ exp(f), a fungao de densidade de Z é:

Py(Z = z) = fo(z) = 07", 2> 0

Py(Z>1) = / 0 %%dz = lim fe=%%dz = lim —d(e7%%) = lim (=) exp(—
1

a—oo [, a—oo [, a— 00 |1

0
= —ali_lf{)lC [exp(—0 x 1) — exp(—0 x a)] = exp(—0) —M

= exp(—0) = g(0)



A fungao de verossimilhanca é:
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Assim, pelo principio da invariancia do EMV, o EMV para g(0) = exp(—0) é:
90)arv = 9(0rrv(2)) = exp(=0nrv (2,)) = exp(—1/2)

b) EMV para g(f) = Py(0.1 < Z < 1)

9(0) =Py(0.1 < Z < 1) = o Oexp(—0 - z)dz = [— exp(—0 - z)](lll = exp(—0.1-0) — exp(—0)

Pelo principio da invariancia:
90) v = 9(0rv (20)) = exp(=0.1/2) — exp(—1/2).

c) EMV para g(0) = Vary(Z)
Como Z ~ Exp(#), temos que Varg(Z) = 7. Pelo principio da invariancia:

— 1 1 _

I

B (1)

d) IC aproximado de 95% para g(6) com dados (0.2,0.6,0.3,0.2,0.8,0.12)
Pela teoria assintética do EMV, temos: /n(6, — 6) L, N(0,Vp), onde Vy (a varidncia assintética). Se Vy é continua e
com derivada continua em relacao a 6, temos: /nV, 2 (0—06) EaS Ny(0,1,(8)) e Qn(Zy) = n(éan)TVe_l(éan) EEN X
Assim, o IC aproximado de v para 0 é: C,(Z,) = {0 € © : Qn(Zy) < ¢y}, em que g, é 0 quantil v de uma X;2;~

Pelo exercicio 2a) , sabe-se que a fungédo score é: U, (6) = % B — >0, 7. Assim, a informacao de Fisher ¢ dada

por:
I,(0)=—-E [drzq =—E [W} :_E[ ”} _n

462 deo 2l T e
Portanto, a variancia assintética do EMV 0, é: Varass(én) =1I1,00)"t = %.

Pelo que, Vy = Var (ﬁ(én - 9)) =n - Varys(f,) =n - %2 = 02, Assim, Vp = 02, ¢ (6, —0) 2 N (0,62).

Para uma funcdo g : © — R diferencidvel, pelo método delta, temos que: /n(g(6,) — g(0)) EEN N(0,[g'(0)]*Vp) e
Vg(8n)—=g(®) _ 9(Bn)=g(®) _ V(9(8)=9(8) _ vn(9(0)=9(9)) D, N(0,1)

Vig@Prve [l @rve V19'(0)]202 l9(6)0]

9(0.)—9(6)
19" (0n)16n
NG

Um IC aproximado de y para g(6) é: C’gg)(Zn) = {9(9) :

< Z(1+v)/2} , onde z(14+)/2 € 0 quantil da normal

padrao tal que P(|Z| < 2(14+)/2) = 7-

C0(2,) = { g(0) : |20n) ~90)

< 242 = {9(9) Hg(0n) — g(0)] < =2




onde z(144)/2 € o quantil da normal padrao tal que P(|Z] < z(144)/2) = 7, com Z ~ N(0,1). Para v = 0.95,
Z(14+)/2 = Z0.975 ~ 1.96.

Nota: Aqui fiz considerando que Z ~ N(0,1), porém, sabe-se que Z2? ~ x2, entdo poderia usar teste Qui-quadrado.

— Dados: (0.2,0.6,0.3,0.2,0.8,0.12), n =6

Yoy 02406+03+02+08+0.12
n o 6

a) Para g(0) = exp(—0) = Py(Z > 1)

-

=037, 6, =0ay(zn) = ~ 2.7027

z =

o

37

9(0) = exp(—0ar(2)) = exp(—1/2) = e 27927 ~ 0.0671

~ —

(0
g'(0) = —exp(—0) = g (0,) = —g(0) ~ —0.0671
9'(6,)10,,  0.0671 x 2.7027
N V6

ICg59 = 0.0671 + 1.96 x 0.0740 = (—0.0779,0.2121)

~ 0.0740

Nota: O IC inclui valores negativos, o que nao é vélido para uma probabilidade. Truncar o intervalo para [0,0.2121]
pode ser ideal. No entanto, isso introduz um viés, pois a cobertura real do IC pode ser menor que o nivel nominal.
Uma abordagem mais rigorosa seria usar métodos de bootstrap ou transformagoes que garantam limites vélidos.

Como g(0) = Py(Z > 1) = e=? > 0, usamos a transformacao logaritmica.

Item (a): IC com transformagao logaritmica para g() = e~?

h(6) = log(g(0)) = -0

h(0) = —0 = —2.7027
R(6) =-1
- j2 2
Var(h(8) ~ [W(0)2 - & = (—1)2. (2'7(;27) ~ 7’3246 ~ 1.2174
n

EP = \/Var(h(0)) ~ V1.2174 ~ 1.1034

IC para h(6) : h(0) & z0.975 - EP = —2.7027 4+ 1.96 x 1.1034 = [—4.8654, —0.5400]
IC para g(f) : [e~ 807 ¢70-5190] ~ [0.0077,0.5828]

Justificativa: A transformagao logaritmica garante que o intervalo esteja contido em (0,00), evitando valores ne-
gativos inadequados para uma probabilidade. O IC resultante [0.0077,0.5828] é assintoticamente vélido e preserva a
interpretacao probabilistica.

b) Para g(8) = Pp(0.1 < Z < 1) = exp(—0.1-0) — exp(—0)

—

g(0) = exp(—0.1/2) — exp(—1/z) = e 027027 _ ¢=27027 ~ (.7632 — 0.0671 = 0.6961
g'(0) = —0.1exp(—0.1-0) + exp(—0)
g (0,) = —0.1 x exp(—0.1/2) 4 exp(—1/z) ~ —0.1 x 0.7632 + 0.0671 = —0.00922
9'(0,)10,  0.00922 x 2.7027
N V6
ICyse, = 0.6961 & 1.96 x 0.01017 = (0.6762, 0.7160)

~ 0.01017

c) Para g(0) = Varg(Z) = 4=

— 1

9(0) = = — ~ 0.1369
02,1 (2n) 2.70272
) R

"0) = —= "(0,,) ~ — ~ —0.1012

90) = =55 = ¢ 0n) ~ —555m ~ —0.10
"0)0,,  0.1012 x 2.7027

19" ()0 _ x ~0.1116

Vn V6

ICg50, = 0.1369 £ 1.96 x 0.1116 = (—0.0818, 0.3556)

Nota: O IC inclui valores negativos, o que nao é valido para uma probabilidade. Truncar o intervalo para [0,0.35506]
pode ser ideal. No entanto, isso introduz um viés, pois a cobertura real do IC pode ser menor que o nivel nominal.



Uma abordagem mais rigorosa seria usar métodos de bootstrap ou transformagoes que garantam limites validos.

Como g(6)

Item (c): IC com Transformagao Logaritmica para g(0)

=9(0)

h(6)
h(0) = —21n(2.7027) ~
W)=

Var(h(0)) ~ [W'(0))*

EP =

[ 2\ 2 _4_4
n 0 n n 6

Var(h(0)) ~

1
02

— In(g(9)) = ~21n(0)

—2x0.9943 = —1.9886

~
~

v 0.6667 ~ 0.8165

= Varg(Z) = 1/62 > 0, usamos a transformagao logarftmica.

0.6667

IC para h(6) : h(6) £ 20075 - EP = —1.9886 £ 1.96 x 0.8165 = [—3.5889, —0.3883]

IC para g(f) : [e=39889 ¢0-3883]

~ [0.0276, 0.6783)]

Justificativa: A transformacao logaritmica assegura que a variancia estimada seja positiva e que o IC para g(6) esteja
contido em (0, 00), corrigindo a limitagdo do método delta direto. O IC [0.0276,0.6783] é adequado para uma variancia.

e) Com base na simulagdo de Monte Carlo, os intervalos de confian¢a (ICs) aproximados para o tamanho amostral
original de n=6 nao sao confidveis.
se desvia consideravelmente do nivel nominal de 95%, os intervalos sdo, em média, muito longos e os estimadores
apresentam um viés elevado. Para obter resultados mais confidveis, a andlise da Figura 2 é fundamental, pois mostra
que tanto a cobertura quanto o comprimento dos ICs melhoram com o aumento do tamanho amostral. Observa-se que
a cobertura converge para o valor esperado de 95% e os intervalos se tornam mais precisos & medida que n aumenta.
Portanto, propoe-se um tamanho amostral de n=>50, pois a partir desse ponto a simulagao indica que a cobertura se
estabiliza no nivel desejado, produzindo ICs aproximados mais confidveis para todos os casos.
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A Figura 1 demonstra que para esta amostra pequena a cobertura empirica

Figura 1: Andlise de cobertura dos intervalos de confianga
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Figura 2: Andlise de cobertura para diferentes tamanhos da amostra
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3 Exercicio: Seja (Zi,...,7Z,) uma amostra aleatéria de Z ~ N(u,0?), com 0 = (u,0?%) € (—00,0) x (0, 00)

a) EMV para g(0) = Ey(2)

V2no? 20
n n 1 i — 2 n 7}_ zi — 2
e 10%) = [Tl = [ s o (- E ) = (oro?) e (- im0

202

U(p,0%) =log L., (pu,0°) = log [‘" f(zilu,az)] = log {(2%02)_3 exp (—Wﬂ

dp o2
i=1
44 o%) Y A R L AT
dp —0:>Z(«%*M)*Oﬁqu(zn)—ﬁZzlzZ, pois i =-— <0



b) EMV para ¢g(0) = Py(Z < 2)

Q(G)ZPQ(Z<2):P9(Q <20M)P9(Z<2M)q><2ﬂ)’

o

——

Z~N(0,1)

onde ® ¢ a funcao de distribuicio acumulada da Z ~ N(0,1)

1 n

2 n n 2 2
= Doglem) - 21 - -
Up,0%) = —5 log(2m) — 5 log(0%) — 5 iZI(zz 1)
dl(p,0%)  n 1 - 2 5
Tdor " T3t T pgap & T S U
d/ 2 1 n 1 n
%:0 — -+ — QZ(zifﬂ)Q:O@LA: .
o 202 2(02) i1 202 2(02) i—1
== 3 (2 — 1) = o2mv(z )*li(z - 2)?
;-'5 Pt K3 n n P 7 )
2 n _7)2
pois dU,(c*) n Do (2 - ) <0
do? 2(02)? (02)
Assim, como EMV para p : fiary(2,) = Z e EMV para o2 : Mv(Zn) =15 (a
variancia
— 92_ 14 :
g(6) = @ (J‘MV(ZL)) s
UMV(Zn)
MV Zn
¢) EMV para g(6) = Pyp(2.6 < Z < 4)
2.6 — Z — 4 —
9(0) = Pp(2.6 < Z < 4) = P, P o a
o o o
——
Z~N(0,1)

Pelo principio da invariancia:

o) = (1E) o (2l g (A2

omv(zn)

d) EMV para g(0) = Vary(Z)

g(0) = Vary(Z) = o2 e pelos célculos acima, EMV para 02 é 03,y (2,) = + >0 (2 —

invariancia do EMV, temos

p—

g(0) = UMV Zn) =

:\'—‘

Se-

7).

Z)?,

pelo principio da in-




e) Estimativas de MV com dados (2.4,2.7,2.3,2,2.5,2.6)

n==~06
s 244+27+23+24+25+26 _ 14.5 ~ 94167
6 6
A 1 .
U%wv(zn) = EZ(ZZ - Z)2

s
Il
-

[
N
~

N

(2

@\H@\H@\»—t@\»—‘ | =

v

s
Il
—

(2.4 — 2.4167)° + (2.7 — 2.4167)% + (2.3 — 2.4167)% + (2 — 2.4167) + (2.5 — 2.4167)* + (2.6 — 2.4167)?]

—

(—0.0167)* + (0.2833)% + (—0.1167)* + (—0.4167)* + (0.0833)* + (0.1833)]
[0.00027889 + 0.08026889 + 0.01361889 + 0.17363889 + 0.00693889 + 0.03359889]

x 0.30834334 ~ 0.05139
Gav (zn) = V0.05139 ~ 0.2267

=— Estimativas para cada item:
a) EMV para ¢g(0) = Ey(Z):
g(0) = z = 2.4167

b) EMV para ¢g(0) = Py(Z < 2):

— 2 — vy (2n) 2~ 2.4167 —0.4167
—g (2T HMVEE Y g (22200 g (TR0 (1.
9(6) ( v (zn) 0.2267 0.2267 (—1838)

— 1 B(1.838)
$(1.838) ~ 0.9669 (da tabela da normal padrao) ver aqui

= ¢(8) ~ 1 — 0.9669 = 0.0331
c) EMV para g(0) = Pp(2.6 < Z < 4):
gfwz@(z) ¢<26—Z> o (L) (20= 200
V2 (zn) 52, (2n) 0.2267 0.2267
(15833 (01833
0.2267 0.2267
— ©(6.984) — ©(0.808)

®(6.984) ~ 1.0000
$(0.808) ~ 0.7905 (da tabela da normal padrao) ver aqui

= ¢(0) ~ 1.0000 — 0.7905 = 0.2095

d) EMV para g(6) = Vare(2):

n

/\ 1 _
g(0) =53 (20) = - z:(zz — Z)* = 0.05139, Célculos no inicio da 3e)

i=1

4 Exercicio

Seja (Z1, ..., Z,) uma amostra aleatéria de Z ~ fy, com 6 € (0,00), onde a fungdo densidade de probabilidade é dada
por: fo(z) = 02971, paraz € (0,1), e fo(x) =0 caso contrario.

a) EMV para g(0) = Ey(2)


https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/tabela_normal.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/tabela_normal.pdf

1
201 } 0
0

1 1
9(9):]59(2):/0 90-9x0_1dx=9/0 medm:e[eﬂ

n " N
L) =[] fo(z:) = Hé’zf_l =" (Hzl> .

=1

£(0) =log L(0) =nlogh+ (0 —1) Zlog Z;.
i=1

dl n i
yr il ;bgzi U, (6)
n
n j n . dU,(0) n
> logz; =0 0 n) = —om S, —>—=———><0
F +; 0og 2z = Opv(zn) 21:1 log 2 pois 10 0z <
. . cnl . N Ouv(za)
Pelo principio da invaridncia do EMV ¢(0) = I RTER
b) EMV para g(0) = Py(Z > 0.3)
! 1
g(a) = PQ(Z > 03) = / 037971 dr = [1'9]03 — 1 _ (03)9
0.3 :

Pelo principio da invariancia do EMV g/(\G) =1- (O.S)éMV(Z").
c) EMV para g(f) = Pp(0 < Z < 0.1)

0.1
9(0) = Py(0<Z<0.1) = 02"V da = 7] = (0.1)".
0

Pelo principio da invariancia do EMV g/(\H) = (0.1)(;”“’(2").

d) EMV para g(0) = Vary(Z)

0
Eo(Z) = ——
o2 =g
2 ! 2 0—1 ! 0+1 202 ' 4
E Z - . - = = [ p—
0(Z°) /Ox 0z’ dx 9/033 dx 0[9+2]0 PEE

Varg(Z) = Eo(Z%) — [Eo(2Z))* = % - <9L> .

— 5 5 2
Pelo principio da invaridncia do EMV ¢(8) = éeM‘(’(z;'j_g — (éaM‘(’(z;‘_’)_l) .
MV (Zn MV (Zn

e) Estimativas de MV com dados (0.12,0.50,0.20, 0.23,0.30,0.11)

n =6,
Zlog z; = log(0.12) + log(0.50) + log(0.20) + log(0.23) + log(0.30) + log(0.11)
i=1

~ —2.1203 — 0.6931 — 1.6094 — 1.4697 — 1.2040 — 2.2073 = —9.3038,
. n 6
0 n) = — == =— ~ 0.6449.
mv (2n) > i log z; —9.3038

a) Estimativa para g(0) = Eg(Z):

—  Ouv(z.)  0.6449  0.6449

0) = = = ~ ~ 0.3921.

b) Estimativa para g(6) = Py(Z > 0.3):

(0.3)72v (=n) = exp(0.6449 - 1og(0.3)) ~ exp(0.6449 - (—1.20397)) ~ exp(—0.776) ~ 0.4603,
g(0) =1 — (0.3)%v (=) =1 —0.4603 ~ 0.5397.



c) Estimativa para g(f) = P»(0 < Z < 0.1):
(0.1)7v (3) = exp(0.6449 - log(0.1)) ~ exp(0.6449 - (—2.302585)) ~ exp(—1.484) ~ 0.2269,
9(6) =~ 0.2269.
d) Estimativa para g(6) = Vare(2):

Orrv(z,) _ 0.6449
Oprv(zn) +2 2.6449

~ 2 9
Ouvlen) ) (0'6449> ~ (0.3921)2 ~ 0.1537,
Oty (zn) + 1 1.6449

~ 0.2438,

~ ~ 2
9(0) = ~ Orrv(zn) 1 Onv(zn) = g(0) ~ 0.2438 — 0.1537 = 0.0901.
Onrv (2n) + 2 Ornrv(zn) +1
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